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TRANSLATION  d’dN  COUPLF,  DANS  VN  PLAN  PARALLÈLE 
AU  SIEN.' 

'339.  On  appelle  couple  l’ensemble  de  deux  forces 
égales,  parallèles  el  de  sens  contraires,  agissant  aux  extré- 
mités d’une  droite.  On  sait  qu’un  couple  ne  peut  pas  être 
tenu  en  équilibre  par  une  simple  force  (33). 

Le  bras  de  levier  d’un  couple  est  la  perpendiculaire 
commune  menée  entre  les  directions  des  forces.  On 
nomme  moment  d’un  couple  le  produit  de  l’une  de  scs 
forces  par  le  bras  de  levier. 
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\ Fig.  III. 


l-f" 


COLHS  DE  MÉr.\M(JliE. 

340.  Un  couple  peut  être  transporté  parallèleiiicnl  à 
lui-méme  dans  son  plan  ou  dans  tout  plan  parallèle  et 
tourné  comme  on  voudra  dans  ce  plan  sans  que  son 
action  sur  le  corps  auquel  il  est  appliqué  soit  changée, 
pourvu  qu’on  suppose  le  nouveau  bras  de  levier  inva- 
riablement Jixé  au  premier.  • 

En  eflet,  soient  (P,  — P)  le  coujile  proposé  et  AB  son 

bras  de  levier.  Soit  CD  uiie 
droite  égale  et  parallèle  à 
AB.  Appliquons  perpendi- 
eulaircinenl  à CD,  aux 
points  C et  D,  les  forces  P', 
— P,  P,  — P',  égales  et 
parallèles  à P.  L’étal  du 
systènae  ne  sera  pas  changé  par  l’introduclion  de  ces 
nouvelles  forces.  Or  les  forces  P et  P se  composent  en 
une  seule  2 P,  parallèle  à leur  direction  et  appliquée  au 
point  O,  milieu  de  la  diagonale  AD.  Les  forces  ■ — P, 
— P'  ont  de  même  pour  résultante  une  force  — 2p 
appliquée  au  point  O et  qui  détruit  la  force  2 P.  Il 
ne  reste  donc  que  les  deux  forces  P', — P",  c’est-à-dire 
le  couple  (P,  — P)  transporté  parallèlement  à lui- 
nième. 


341.  Soit  ensuite  un  couple  (P,  — P)  dont  AB  est  le 


Fip.  112. 
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bras  de  levier,  et  soit  CD  une 
droite  égale  à AB,  située  dans 
le  plan  des  forces.  Supposons 
que  les  deux  droites  AB  et  CD 
se  coupent  au  point  O en  deux 
parties  égales. 

Appliquons  aux  deux  points  C et  D,  jjeiqKmdiculai re- 
ment à CD,  <{uatre  forces  égales  et  parallèles  à P,  savoir  ; 
P,  P',  — P,  — P".  Les  deux  foix-es  P et  P se  composent 
en  une  seule  R dirigée  suivant  le  prolongement  de  la  bis- 
sectrice de  l’angle  AEC,  c’est-à-dire  suivant  ()!'',  car  les 
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deüK  triangles  rectangles  OFA  et  Ot  C ont  même  hypo- 
ténuse et  deux  côtés  égaux  OA,  OC.  De  même  les  deux 
forces  — P et  — P ont  une  résultante  — égale  et  di- 
rectement opposée  à R.  Les  deux  forces  R,  — R,  se  dé- 
truisant, il  reste  le  couple, (P,  —P")  qui  n’est  autre 
chose  que  le  couple  (P,  — P)  que  Pou  aurait  fait  tourner 
dans  sou  plan  et  d’un  angle  quelconque  autour  du  milieu 
de  son  bras  de  levier. 

De  ces  deux  propositions  réunies  on  conclut  le  théo- 
rème énoncé  (3'iO). 

éqcivalence  ses  cocples  qui  ont  le  même  moment. 


Fig.  if3. 

i-Q’ 

P 


342.  Un  couple  peut  être  remplacé  par  un  autre  cou- 
ple, de  bras  de  levier  différent,  pourvu  que  leurs  mo- 
ments soient  égaux. 

En  effet,  soit  le  couple  (P,  — P)  dont  le  bras  de  levier 
est  AB.  Appliquons  sur  BC, 
comme  bras  de  levier,  deux 
couples (Q,—Q),  (Q',— Q'), 
égau.c  et  contraires,  ce  qui  ne^ 
change  pas  l’étal  du  système. 
Les  forces  — ^,P  et  — Q',  ap- 
pliquées au  même  point,  ont  une  résultante  — (P  Q^). 
Les  deux  forces  P et  Q',  parallèles  et  de  inème  sens,  ont 
une  résultante  P^-Q',  qui  passera  par  le  point  B,  si 
l’on  a 

P BC  - 


(«) 


Q'  AB 


et  qui  détruira  la  force  — (P  -H  Q^)  appliquée  au  môme 
point.  Il  ne  restera  donc  que  le  couple  (Q,  — Q)  . appli- 
qué au  bras  de  levier  BC  et  de  même  moment  que  le 
couple  proposé,  car  l'égalité  (i)  donne 


(2)  pxab  = qxbc. 

345.  11  n’y  a donc  à considérer  dans  un  couple  que  la 
position  de  son  plan,  son  moment  elle  sens  suivant  lequel 
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il  tend  à faire  tourner  son  plan.  Pour  connaître  le  sens 
d’un  couple,  il  faut  supposer  fixé  le  milieu  du  bras  de 
levier  et  examiner  dans  quel  sens  chaque  force  tend  à faire 
tourner  ce  bras  de  levier  dans  son  plan.  11  ne  faut  pas 
confondre  cette  rotation  fictive  avec  celle  du  corps  auquel 
le  couple  est  supposé  appliqué,  car  en  général  le  corps  , 
ne  tournerait  pas  autour  d'une  droite  perpendiculaire  au 
plan  du  couple,  menée  par  le  milieu  du  bras  de  levier. 

COMPOSITION  DES  COUPLES  SITUÉS  DANS 'UN  MEME  PLAN 
OU  DANS  UES  PLANS  PARALLÈLES. 

344.  Deux  couples  situés  dans  un  même  plan  ou  dans  ' 
des  plans  parallèles  se  composent  en  un  seul,  situé  dans 
un  plan  parallèle  à celui  des  couples  proposés,  et  dont  le  ' 
moment  est  égal  à la  somme  ou  à la  différence  des  mo- 
ments des  couples  composants,  suivant  qu'ils  tendent  à 
faire  tourner  leur  plan  dans  le  même  sens  ou  en  sens 
contraires. 

Soient,  en  effet,  (P,  — P)  et  (Q,  — Q)  ces  deux  cou- 
^ pies,  et  p,  q leurs  bras  de  levier.  Nous  pouvons  les  rem- 
placer par  deux  autres  couples  (P',  — P'),  (Q',  — Q'),  y 
appliqués  sur  un  même  bras  de  levier  d et  situés  dans  un 
plan  parallèle  aux  plans  des  couples  composants,  pourvu 
que  l’on  ait 

P'rf=P/>,  Q'rf=rQ7. 

Ces  deux  couples  ayant  même  bras  de  levier,  se  composent 
évidemment  en  un  seul  [P'-l-  Q',  — (P'-h  Q^)]  s’ils  sont 
de  môme  sens  et  [P' — Q',  — (P — Q^)]  s’ils  sont  de 
sens  contraires.  Dans  le  premier  cas,  le  moment  du  couple 
résultant  .sera 

(P'-t- Q')//  = P'^/-t- Q'rf=  P/^ -(- Q7, 

et,  dans  le  second  cas,  ’ ' 

( P' - Q' ) = P'// — Q' f/ = P/)  — Q 7, 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
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34o.  Oii  coiiL’lnt  de  là  que  des  couples  en  nombre 
fluelconque,  situés  dans  un  mémeplan  ou  dans  des  plans 
parallèles,  se  composent  en  un  seul  situé  dans  un  plan 
parallèle  à ceux  des  couples  proposés,  et  dont  le  mo- 
ment est  égal  à la  somme  algébrique  des  moments  de  ces  , 
derniers,  en  regardant  comme  positifs  les  moments  des 
couples  qui  lendenl  à faire  tourner  leur  plan  dans  un  cer- 
tain sens,  et  comme  négatifs  les  moments  des  couples  qui 
tendent  à faire  tourner  leur  plan  dans  le  sens  opposé.  ’’ 

■346.  D’où  résulte  qu’un  couple  peut  être  décomposé 
d’une  infinité  de  manières  en  autant  de  couples  que  l’on 
voudra,  situés  dans  des  plans  parallèles;  car  on  peut 
prendre  à volonté  les  moments  de  tous  ces  couples,  à l’ex- 
ception d’un  seul. 

COMPOS1T10^  DES  COUPLES  SITUÉS  DABS  DES  PLANS 
QUELCONQUES. 

347.  Considérons  maintenant  deux  couples  situés  dans 
deux  plans  lAH,  KAH,  qui  font  un  angle  quelconque. 

On  peut  d’abord  remplacer  ces  deux  couples  respec- 
Fig.  ii4.  .livementpar  deux  autres 

équivalents,  (P,  — P), 

(Q, — Q),  ayant  un  même  » 

bras  de  levier  AH,  pris 
sur  l’intersection  des  deux 
plans.  I.es  forces  P et  Q, 
représentées  par  les  droites 
AB  et  AC,  se  composent 
en  une  seule  R représen- 
tée par  AD,  diagonale  du 
parallélogramme  ABDC.  De  même  les  forces  — P et  — Q 
donùcnl  une  résultante  évidemment  égale  et  parallèle  à la 
première,  mais  de  sens  contraire.  Donc  les  deux  couples 
(P,  — P),  (Q,  — Q)  se  composent  en  un  seul  (P>,  — R). 
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I^s  moments  des  trois  couples  soin  . ' : ■ 

PXAB,  QX  AB,  RXAB.  ' . 

Ils  sont  donc  entre  eux  comme  les  forces  P,  Q,  U et  peu- 
vent être  représentés  par  les  droites  AB,  AC,  AD.  De  là  < 

le  théorème  suivans  : 

Si  l'on  'mène  dans  les  plans  des  deux  couples  donnés 
deux  droites  AB,  AC,  perpendiculaires  à l'intersection 
de  ces  plans  et  proportionnelles  aux  moments  de  ces  cou- 
ples^ la  diagonale  AD  du  parallélogramme  ABCD,  con- 
struit sur  ces  deux  droites,  représentera  en  grandeur  le 
moment  du  couple  résultant,  dont  le  plan  passera  par 
cette  diagonale  et  par  l’intersection  AH. 

« 

AVTRB  MANIÈRE  DE  PRÉSENTER  LA  COMPOSITION  DES  COIPLES. 


348.  On  peut  présenter  sous  une  autre  forme  les  théo- 
rèmes relatifs  à la  composition  des  couples.  Soit  (P,  — P) 

un  couple  quelconque  dout  le 
bras  de  levier  AB  est  p.  Par  un 
point  O pris  à volonté  sur  le  bras 
■'  dé  levier  soit  menée  une  droite 
OL,  perpendiculaire  au  plan  du 
couple,  et  dont  la  grandeur  re- 
présente le  moment  Vp  du  couple.  Supposons  celte 
droite  dirigée  d’un  côté  de  ce  plan  tel,  qu’un  observa- 
teur placé  sur  cette  perpendiculaire,  les  pieds  sur  le 
plan  et  l’œil  au  point  L,  verrait  tourner  ce  plan  dans  un 
sens  convenu,  par  èxemple  de  sa  gauche  vers  sa  droite. 
La  direction  et  la  longueur  de  OL  déterminent  com- 
plètement le  sens  et- la  grandeur  du  couple  (P,  — P). 
Nous  appellerons  cette  droite  le  moment  linéaire  du 
couple. 

349.  La  considération  du  .moment  linéaire  rciiil  les 
énoncés  relatifs  à la  çoinposiiion  des  couples  cntièrcnicni 
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SL-nihlablcs  à ceux  qui  se  rapportent  à la  composition  des 
forces.  . 

« D’abord  on  voit  aisément  que  le  moment  linéaire  du 

, couple  résultant  de  plusieurs  couples  situés  dans  des 
plans^  parallèles  est  égal  à la  somme  algébrique  des 
moments  linéaires  des  couples  composants. 

3aü.  Considérons  inainlenant  deux  couples  dont  les 
plans  forment  un  angle  {Jig.  ii4,  P-  5).  Menons  dans 
le  plan  ABDC,  perpendiculaire  à AH,  la  droite  AL  per- 
pendiculaire et  égale  à AB.  SI  la  droite  AL  est  dirigée 
dans  un  sens  tel,  qu'un  observateur  placé  sur  AL  voie  le 
couple  (P,  — P)  entraînée  son  plan  de  la  gauche  vers  Ja 
droite,  cette  ligne  sera  le  moment  linéaire  du  couple 
(P,  — P).  Menons  ensuite  dans  le  plan  ABDC  les  deux 
droites  AG  = AD  et  AM=  AC  faisant  avec  AL  des  angles 
respectivement  égaux  aux  angles  BAD  et  BAC  : AG  sera 
à la  fois  perpendiculaire  aux  lignes  AC,  AH  et  par  suite  ' 
au  plan  DAH  du  couple, (R,  — R)  ; par  la  même  rai- 
son AM  sera  perpendiculaire  au  plan  CAH  du  couple 
(Q,  — Q).  En  outre,  si  l’on  imagine  que  ces  pjans  DAH, 
CAH  tournent  autour  de  AH  jusqu’à  ce  qu’ils  soient 
rabattus  sur  le  plan  BAH , les  perpendiculaires  à ces  . 
trois  plans  coïncideront  et  seront  dirigés  dans  le  même 
sens.  Ces  trois  perpendiculaires  sont  donc  les  moments 
linéaires  des  trois  couples.  Or  la  ligure  ALGM  est  un 
parallélogramme  égal  , au  parallélogramme  ABCD.  Car  en 
. plaçant  AL  sur^AB,  AG^tombera  sur  AD  et  AM  sur  AC. 
Donc  deux  couples  situés  dans  des  plans  différents  se 
composent  en  un  seul  dont  le  moment  linéaire  est  la 
diagonale  du  parallélogramme  qui  a pour  côtés  les 
moments  linéaires  des  deux  couples  composants. 

3oi.  Ainsi  les  couples  se  composent  comme  des 
forces  qui  seraient  représentées  en  grandeur  et  en  direc- 
tion par  leurs  moments  linéaires,  et  qui  passeraient  par 
un  meme  point,' j)uis(pron  peut  transporter  Ica  |>lans  des 
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couples  paraUèlemcnt  à eux-mèmcs,  de  manière  que  leurs  , 
plans  passent  par  un  meme  point.  Par  conséquent  ,1e 
moment  linéaire  delà  résultante  d’un  nombre  quelconque  ' * 
de  couples  sera  représenté  par  le  dernier  côllS  d’un  polj-  ^ 
gone  dont  les  autres  côtés  seraient  égaux  et  parallèles  aux 
moments  linéaires  des  couples  composants;  trois  couples 
se  composeront  en,un  seul  dont  le  moment  linéaire  sera 
la  diagonale  du  parallélipipède  construit  sur  les  moments 
linéaires  des  couples  composants , etc.  Ces  théorèmes 
conduiront  à l’expression  analytique  de  la  résultante  d’un 
nombre  quelconque  de  couples  dont  les  moments  linéaires 
seraient  rapportes  à trois  axes  rectangulaires  quelconques. 

. I ' ■ . 
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COMPOSITION  ET  ÉQOILIBHE  DES  FORCES  APPLIQUÉES  A UN  SYSTÈME 
^ INVARIABLE. 

Réduction  des  forces  appliquées  à un  système  invariable.  — Équilibre 
d'un  système  de  ^roes  parallèles  situées  dans  un  même  plan.  — Com> 
position  et  équilibre  d*un  système  de  forces  situées  dans  un  même 
plan.  ~ Équations  générales  de  l'équilibre. 


RÉDUCTION  DES  FORCES  APPLIQUÉES  A UN  SYSTÈME 
INVARIABLE. 

352.  Ginsidérous  un  corp§  solide  invariable,  auquel 
Fig.  iiG.  sont  appliquées  en  diSe- 

!..  rcnls  points  A,  B,  C,.".., 

“ les  forces  P,  P',  P'',....  Ap- 
pliquons au  point  O,  pris  à 
volonté  dans  le  corps  ou 
lié  invariablement  avec  lui, 
des  forces  égales  et  con- 
traires deux  à deux  et  égales  respectivement  à P,  P', 

P',. . ..  L’introduction  de  ces  nouvelles  forces  ne  change 
pas  l’état  du  système,  mais  elle  permet  de  réduire  l’en- 
semble des  forces  à une  force  unique  et  à un  couple.  En  . 
eÜcl,  on  peut  d’abord  composer  toutes  les  forces  P,  P', 

P\  . . . , appliquées  au  point  O,  en  une  seule  R et  ensuite 
réduire  à un  seul  couple  tous  les 
couples  (P,  - P),  (P\-P'),  ' 

(P',  — 'P'),  etc.  Par  conséquent, 
toutes  les  Jorces  appliquées  a 
un  corps  solüia  peuvent  se  ré- 
duire à une  Jorcc  unique  R, 
résultante  des  forces  P,  P',  P", ....  transportées  pa- 


Fig.  117 
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rallèlemnnt  à e/ies-mciiies  en  un  point  arhitrairé  O cl 
à un  couple  unique  (S,  — S). 

On  doit  remarquer  que  la  gfandeur,  la  direction  et  le 
sens  de  la  résultante  R ne  changent  pas  avec  le  point. O; 
mais  le  moment  et  la  posilion  du  couple  résultant  chan- 
gent avec  ce  point.  . • • - ■ 

f . ■ 

3o3.  Comme  une  lorce  ne  peut  pas  faire  équilibre  à un 
couple,  il  faut,  pour  qu’il  y ait  équilibre,  que  la  force  R 
et  le  couple  (S,  — S)  soient  nuis  séparément  ; on  d’autres 
termes,  quand  un  système  de  forces  est  en  équilibre,  les 
forces  transportées  parallèlement  à elles-mêmes  en  un 
point  quelconque  se  font  équilibre  autour  de  ce  point, 
et  les  'couples  résultant  de  la  translation  de  ces  forces 
doivent  aussi  se  faire  équilibre.  Ces  cpiiditions  sont 
d’ailleurs  sudisantes. 

3oi.  Si  le  système  admet  une  résultante  unique,  urie 

force  R’  égale  et  contraire  . 
iî  cette  résultante  devra  faire  • 
f équilibre  h la  force  R et  an 
couple  (S,  — S).  Appli- 
quons donc  au  point  0 deux 
forces  R',  — R égales  l't  con- 
. traircs  etégalcs,à  R'.  11  doit 
y avoir  équilibre  entredes  deux  couples  {R^,  --R'),  ^ 
— S)  et  les  deux  forces  R et  R'.  Or  ces  deux  dernières 
. devant  nécessairement  se  détruire,  doivent  être  égales  et 
directement  opposées.  Donc  en  supprimant  les’  forces  R' 
et  — B'  qu’on  avait  appliquées  au  point  O,  un  voit  que 
la  foice  R appliquée  en  O et  la  force  R'  appliquée  en  H 
forment  un  couple  qui  fait  équilibi>e  an  couple  (S,  — S). 
Donc  les  plans  de  ces  deux  couples  sont  parallèles,  et  par 
conséquent  la  force  R est  parallèle  au  plan  du  couple  ré- 
sultant, . ' _ 

(icUe  condition  est  d'ailleurs  sulïisanle,  car,  si  elle  est 
l'cmplie,  on  poui  ra  toii  jnu|  S‘  dans  tan  plan  pat  allèle  an 


Digilized  by  Google 


Fi(;,  ii8. 


- VI^GT-HUITIkME  LEÇOK.  , - I l 

plan  du  couple  (S,  — S) , placer  une  force  (K'  = R ) , de 
telle  sorte  que  le  couple  (R, — R)  détruise  le  couple 
(S, — S).  Alors  la  force  R' faisant  équilibre  à la  force  R 
et  au  couple  (S, — S),  une  force  égale  et  directement  ■■  . 
opposée  à R'  sera  la,  résultante  du  système. 

335.  Nous  avons  vu  qu’un  nombre  quelconque  de 
forces  appliquées  à un  système 
. invariable  dans  l’espace  se  ré- 
duisait à une  force  R et  à un 
couple  (S,  — S)  qui  ne  sont  pas 
en  général  situés  dans  des  plans 
parallèles.  En  transportant  le 
couple  (S,  — S)  parallèlement  à 
lui-mème  jusqu’à  ce  que  l’une 
des  forces,  — S,  passe  par  un  point  O de  la  force  R,  les 
forces  — S et  R se  composent  en  une  seule  T,  non  située 
dans  le  plan  du  couple  (S,  ^ — S),  si  la  force  R elle-même 
n’y  est  pas  contenue.  Ainsi,  un  nombre  quelconque  de 
forces  appliquées  à un  système  invariable  peuvent  se  ré- 
duire à deux  forces  S et  T qui  sont,  en  général,  dans 
des  plans  différents,  et  dont  l’une  passe  par  un  point  O,  • 
entièrement  arbitraire.  Cette  réduction  pcüt  s’opérer 
d’une  infinité  de  manières,  même  sans  déplacer  le  point  O, 
soit’en  faisant  tourner  le  couple  autour  du  point  O,  soit 
en  changeant  ce  couple  en  un  autre  de  même  moment. 

356.  Réciprbquemen  t , <leux  forces  T et  S , non  situées  ' . 

dans  le  même  plan,  peuvent  toujours  se  ramener  à une 
force  et  à un  couple.  En  elfet,  appliquons  au  point  O les 
deux  forces  (S,  — S)  égales  à S et  directement  opposées.  - 
Les  forces  S et  T se  composent  en  une  seule  R,  et  les 
deux  forces  restantes  tornicnt  un  cOuplc  (S,- — S).  , 
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ÉQUILIBRE  d’un  SYSTÈME  DE  FORCES  PARALLÈLES  SITUÉES 
DANS  UN  MÊME  PLAN. 

357.  Par  un  point  O du  plan  des  forces  P,  P',  P", . . . , 

menoiis  une  droite  ,r'Ox  ' 
P”  • perpendiculaire  à la  direc- 
tion commune  de  ces  forces . 
Appliquons  au  point  O des 
forces  .égales  et  directement 
opposées^  d’ailleurs  égales 
' et  parallèles  respectivement 
à P,  P',  P", ....  On  n’aura 
plus  qu’à  considérer  les  forces  P,  P',  P'^, . . . , appliquées 
au  point  O,  et  les  couples  (P,  - P),  (P',  -P')..... 
La  résultante  des  forces  appliquées  en  O devant  être 
nulle,  on  aura 

(1)  P + P'-t-P"-l = 0, 

en  considérant  comme  positives  les  forces  qui  tirent 
dans  un  sensj  et  comme  négatives  celles  qui  tirent  dans  le 
sens  opposé. 

Ensuite  le  moment  du  couple  résultant  de  tous  les 
couples  (P,  — P)  (P',  —P'),...  devant  être  nul,  on 
aura,  en  nommant  x,  x',  x", ...  les  bras  de  leviers  des 
couples  composants^  ' 

(2)  ' P.r  + V'x'  ■+■  P"x"..  . . = 0. 

* Cette  égalité  aura  liett  en  regardant  les  forces  P,  P', 
P", . . . comme  positives  ou  négatives,  suivant  leur  sens,  ‘ 
et  les  bras  de  levier  comme  positifs  ou  négatifs,  suivant 
• qu’ils  seront  situés  d’un  côté  ou  de  l’autre  du  point  O. 
En  discutant  les  quatre  cas  qui  peuvent  se  présenter 
lelalivcment  au  sens  de  chaque  force  et  à la  position  de 
sou  point  d’application,  on  verra  que  chacun  des  produits 
Px,  P'x', . . . prend  de  lui-méme  le  signe  qui  convient 
au  moment  qu’il  représente. 


Digitized  ,by  Cüogle 


VIHGT-H0)TIÈ1IE  LEÇON.  l3 

358.  Si  les  forces  données  ne  se  font  pas  équilibre, 
elles  se  réduiront  à une  force' R et  à un  couple  (S,  — S) 
lesquels  auront  un  résultante  unique;  car  R et  (S,  — S) 
sont  dans  un  même  plan.  En  elTet,  en  introduisant  une 
force  — R,  égale  et  parallèle  à R,  appliquée  à un  point 
dont  Xi  sera  l’abscisse,  il  y aura  équilibre,  si  l’on  pose 

Rx,  = Px P'.*' -H . . . . 


Puisque  d’ailleurs 

R = P + P'-hP"  + ..:; 

on  aura  donc 

Px-|-,P'x'+P"x"-(-.  . . 

p-t-p'+p"... 

Ces  formules  déterminent  la  grandeur  et  la  position 
de  la  résultante  du  système,  laquelle  est  égale  et  directe- 
ment opposée  à la  force  — R qui  lui  fait  équilibre. 

359.  Si  la  force  R était  nulle,  le  système  se  réduirait 
au  couple  (S,  — S),  qui  ne  pourrait  pas  être  tenu  en 
équilibre  par  une  simple  force.  Dans  ce  cas  seulement  il 
n’y  aurait  pas  de  résultante  unique. 


COMPOSITION  ET  ÉQUILIBRE  d’uN  SYSTEME  DE  FORCES 
SITUÉES  DANS  UN  MEME  PLAN. 


Fig.  lai. 


360.  Soient  P,  P',  P',  — , les  forces  données;  d’un 
point  quelconque  O,  pris  dans 
leur  plan,  abaissons  sur  leurs 
directions  les  perpendiculaires 
OA,  OB,  OC, . . . , et  regardons 
A,  B,  C,  — , comme  les  points 
d’application  des  forces  corres- 
pondantes. Transportons  toutes 
ces  forces  parallèlement  à elles- 
mêmes  au  point  O.  Elles  auront  une  certaine  résul- 
tante R,  et  les  couples  provenant  de  cette  translation  se 
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composeront  en  un  seul  dont  le  moment  G sera  donné  par 
la  formule 

G = P/;  -t-  P'//  4- . . . , . . 

p,  p',.  . désignant  les  bras  de  levier  OA,  015,...;  on 
convient  en  outre  de  prendre  positivement  les  moments 
des  couples  qui  tendent  à faire  tourner  leur  plan  dans  un 
certain  sens  et  négativement  ceux  des  couples  qui  agissent 
dans  le  sens  contraire. 

361.’ Dans  le  cas  de  l’équilibre,  G doit  être  nul.  On 
aura  donc 


(1)  P/> -t  P'/>' -t- P''/j" + ...==  O. 

Ensuite  la  résultante  R devant  être  nulle,  si  X,  Y,' 
X',  désignent  les  composantes  des  forces  suivant 

deux  axes  pris  dans  le  plan,  on  aura 

(2)  ’ X-l-X'+X"  + ...  = o,  • 

(3)  ' y + Y'-t-Y"H =ô. 

Ainsi  : i“  la  somme  des  moments  des  forces  par  rap-' 
port  à un  point  quelconque  de  leur  plan  doit  être  nulle; 
a“  les  sommes  des  composantes,  suivant  deux  axes  quel- 
conques, doivent  être  nidles  séparément. 

362.  On  peut  écrire  l'équation  (i)  sous  une  autre 
forme,  d’après  laquelle  les  moments  prennent  d’eux- 
mémes  les  signes  qui  leur  conviennent. 

Soit  P l’une  quelconque  des  forces  données.  Avant  de 
. ’ Fiç.  iji.  1“  transporter  au  point  O,  dé-  ■ 

• (-'r  ï/  ^ composons-la  en  deux  forces  X 

■ . .'.y  . Ltl  J /i  et  y,  parallèles  aux  axes.  La 

. 'i~\  translation  des  forces  X cl  Y au 

'"Y  ! pointO  donnera  naissajieeàdeux 

1 oy  11  X B I couples  (X,  — X),  (Y,  — Y), 

-1  “'/  et  en  appelants  l’angle  des  axes, 

et  .T,  y les  coordonnées  du  point  A les  moments  de  ces 
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tleui  couples  sont  sinô,  Yxsinô.  Pour  uii  obsorva- 
leur  placé  sur  la  perpeudiculaire  menée  par  le  point  O 
auplahxO^y,  le  couple  (X,  — X)  tendrait  à faire  lour- 
ner  son  plan  de  gauche  à droite,  et  le  couple  (Y,  — Y") 
de  droite  à gauche,  en  supposant  les  forces  dirigées  suivant 
les  parties  positives  des  axes.  II  faut  donc  désigner  leurs 
moments  par  X^sin  0 et  par  — Yx  sin  0.  On  reconnaîtra 
ensuite  aisément  que  si  une  force  ou  l’une  des  coordon- 
nées change  de  signe,  le  couple  changera  de  sens,  et  par 
conséquent  son  moment  preudra''de'  lui-mème  le  signe 
convenable.  En  opérant  de  même  sur  p',  l’équa- 

tion (i),  après  la  suppression  du  facteur  cômrnun,  pren- 
dra la  forme' ■ ' ■ 

(4)  Xr  - + X',/  — Y' x'  -t-  X"/'  - Y" x"  + . . . = o . 

363.  Si -les  forces  données  ne  se  font  pas  équilibre, 
elles  SC  réduiront  à une  force  R et  à un  couple  (S,  — S) 
qui  auront  une  résultante  unique,  si  R n’est  pas  nUl,  puis- 
que cette  force  et  ce  couple  sont  dans  le  même  plan. 

Une  force  R'  = — ' R égale  et  contraire  à la  force  cher- 
chée devant  former  avec  R un  couple  qui  détruise 
(S, — S) , ■ en  appelant  r le  bras.de  levier  du  couple 
(R,  — R) , on  aura 

■ Rr=  P P -t-  P'p' 

d’où  l’on  déduira  r.  La  force  R sera  donc  connue  en 
grandeur  et  en  direction. 

Pour  obtenir  la  direction  suivant  laquelle  agit  la  résul- 
tante unique  — R',  soient  x,.,  les  coordonnées  d’un 
point  quelconque  de  cette  droite,  et  X,,  Y,  les  compo- 
santes de  la  force  R parallèles  aux  axes.  U y aura  équi- 
libre dans  le  système  après  l’introduction  de  la  force  — R 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  forces  — X, , — Y, . On 
doit  donc  avoir  ^ • 

f 

— + Y.r,  -t-  Xr  - Y.r  -fxy-  . . . = O, 
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OU  en  posant 

G =Xr  — Yx  + xy  — T.r'  -t- . . . , 
on  aura  • 

(5)  _X,r,  4-Yx, + G=o, 

équation  de  la  droite  cherchée. 


ÉQUATIONS  générales  DE  l’ÉQUILIBRE. 

364.  Considérons  maintenant  un  système  quelconque  . 

deforces  P,  P',  F', . . . appliquées 
Fig.  n3.  ^ points  A,  A',  A",. . . liés 

entre  eux  d’une  manière  inva- 
riable. Décomposons  la  force  P 
en  trois  autres  X,  Y,  Z paral- 
lèles à trois  axes  rectangulaires 
Ox,  Oy,  Oz.  Soient  x = AB, 
y = OC,  Z = OD,  les  coordon- 
nées du  jwint  A. 

Appliquons  aux  points  D et 
O des  forces  égales  et  parallèles  à X,  mais  deux  à 
deux  de  sens  contraires.  Il  en  résulte  une  force  X ap- 
pliquée en  D et  un  couple  (X,  — X)  appliqué  sur  BD. 
Ce  couple  peut  être  transporté  parallèlement  à lui- 
même  dans  le  plan  x0[/,  11  reste  une  force  X appliquée 
au  point  O et  un  couple  (X,  — X),  ayant  OD  pour  bras 
de  levier  et  situé  dans  le  plan  zOx.  En  opérant  de  la 
même  manière  sur  les  composantes  Y,  Z,  X',  Y',  Z',  etc., 
on  ramènera  le  système  proposé  à plusieurs  forces  diri- 
gées suivant  les  axes  et  à un  certain  nombre  de  couples 
situés  dans  les  plans  coordonnés.  En  appelant  JY,  F,  Z, 
les  résultantes  des  forces  dirigées  suivant  les  axes  et 
L,  M,  N les  monlents  résultants  obtenus  en  composant 
les  couples  situés  dans  chacun  des  plans  coordonnés , 
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un  aura 

X = X 4- X' 4- X" , 

I'  = Y 4-Y'4-Y".-t-..., 

2 = Z 4-  Z'  4-  Z"  4- . . ; 

L =Z^  — Yc4-Z>'— Y'z'4-..., 

' M = Xz  — Zx  4- XV  — Z'x' 4- . . . , 

N=Yx— Xr  + YV-Xy  4-.  . .. 

' 365.  Quand  il  y a équilibre,  la  résultante  de  toutes 

les  forces  dirigées  suivant  le  même  axe  doit  être  nulle, 
et  le  couple  résultant  de  tous  les  couples  situés  dans  le 
même  plan  coordonné  doit  être  aussi  nul.  Donc  les  six 
équations  suivantes  ! 

t x = o,  r=  ü,  z = O, 

' ' \ L = o,  M=o,  N = o, 

auront  lieu  dans  le  cas  d’un  système  de  forme  invariable. 

366,  Oh  peut  mettre  ces  équations  sous  une  antre 
forme,  en  y introduisant  les  intensités  des  forces 
P, F, F', ... , et  les  angles  a,  (3,  y,  |3',  y',. . que 
leurs  directions  font  avec  les  axes.  Les  composantes 
X,  Y,  Z,  X',  etc.,  sont  alors  représentées  pour  la  gran- 
deur et  pour  le  signe  par  P cos  a , P cos  (3  , P cos  y, 
P' cos  a',  etc.  On  aura  donc,  au  lieu  des  équations  qui 
précèdent, 

( I ) P cos  a 4-  P'  cos  a'  4- . . . = O, 

(2)  ■ Pcosp  4-P'cos  P' 4-.  . . =0, 

(3)  P cos 7 4- P' cos  7' 4-. ..  =0; 

(4)  P (j  cos  7 — Z cos  P)  4-  F (y  cos  7'  — z'cos  p')  4- ...  =0, 

(5)  P (z  cos  a — XCOS7)  4-  P'  (z'  cos  a'  — x'cosy')  4-  . . .=0, 

(6)  P (.r  cos  P — y cos  a)  4-  P'  (x'cosp'  — y' cos  a')  4-. . . =0. 

II.  2 
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J07.  Am  Huii  de  décomposer  la  force  P eu  trois  autres 
X , Y,  Z , parallèles  aux  axes  i 
rectangulaires,  on  peut  la  décom- 
poser en  deux  forces  seulement, 
une  force  Z parallèle  à l’axe 
0«  et  une  force  Q située  dans 
le  plan  ARFC  perpendiculaire  à 
Oz.  Abaissons  du  point  F où  ce 
plan  coupe  l’axe  Oz,  FH=^ 
perpendiculaire  à la  direction  de  cette  force.  La  lon- 
gueur q est  la  plus  courte  distance  de  l’axe  Oz  à la' 
droite  AH  et  aussi  à la  direction  de  la  force  P,  puisque 
O Z est  parallèle  au  plan  PAQ.  Comme  la  force  Q est  la 
résultante  des  deux  forces  X et  Y situées  dans  ce  même 
plan,  son  moment  est  égal  à la  somme  algébrique  de  leurs 
moments  par  rapport  au  point  F.  On  a donc 
Q9  = Yx  — X^. 

Pour  la  force  P',  on  trouverait . de  même 

Q'y'  = Y'z'  — Xÿ.  '■ 

L’équation  N = o prend  alors  la  forme 

Q<7  + Q'7'-+-Q"?"-i-...  =0.  ' 

On  aurait  des  équations  de  même  forme  relatives  aux 
deux  autres  axes. 

On  appelle  moment  d’une  force  par  rapport  à un  axe 
le  produit  de  la  projection  de  cette  force  sur  un  plan 
perpendiculaire  à l’axe  multipliée  par  la  plus  courte 
distance  entre  cet  axe  et  cette  projection.  On  peut  donc 
dire  que  si  un  système  de  forces  appliquées  à un  corps 
solide  est  en  équilibre,  la  somme  des  moments  des  forces, 
par  rapport  à trois  axes  rectangulaires  menés  par  un 
même  point,  doit  être  nulle  pour  chacun  de  ces  axes. 

368.  Les  six  équations 

Y O , Y = o,  Z = O, 

L = O , M = o , N = o, 
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sont  vérifiées  dans  l'état  d'équilibre  d’un  système  quel- 
conque de  forces,  lors  même  que  ses  différents  points  ne 
seraient  pas  liés  les  uns  aux  autres  d’une  manière  inva- 
, riable , comme  par  exemple  si  un  point  était  lié  à un 
autre  par  un  cordon  inextensible.  Dans  ce  cas,  les  équa- 
tions d’équilibre  sont  toujours  vérifiées;  car  si  l'on  soli- 
difie le  système,  c’est-à-dire  si  l’on  fixe  les  différents 
points  de  manière  que  leurs  distances  mutuelles  restent 
invariables,  l’équilibre  ne  sera  pas  troublé  et  par  consé- 
quent les  forces  immédiatement  appliquées  à ce  corps 
satisferont  aux  six  équations.  Mais  ces  conditions  ne 
seront  plus  suffisantes  pour  assurer  l’équilibre,  et  il  fau- 
dra y joindre  de  nouvelles  équations  qui  dépendront  du 
mode  de  liaison  des  différentes  parties  du  système.  ^ 

. '■  • ■■■  V __  , - 
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. " 

SriTF.  DF.  I.A  COMPOSITION  ET  DE  L’ÉQEILIBRE  DE  FORCES  APPLIQUÉES 
A UN  SYSTÈME  DR  FORME  INVARIABLE. 

Cas  d'une  résultante  unique.  — Cas  d’un  point  fixe.  — Cas  d'un  axe  lise. 
■ — Équilibre  d'un  corps  qui  repose  sur  un  plan  fixe  par  un  ou  plusieurs 
points. 


CAS  d’uke  résultante  unique. 

309.  Quand  il  y a une  résultante  unique,  on  sait  que 
la  résultante  R des  forces  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes  au  point  _0  doit  être  parallèle  au  plan  du 
couple  résul tant, _ dont  nous  avons  désigné  le  moment 
par  G;  Les  cosinus  des  angles  que  la  résultante  R fait 
avec  les  axes  sont 

X Y Z 

r’  r’  r’ 

et  les  cosinus  des  angles  que  le  moment  linéaire  du  couple 
résultant  fait  avec  ces  mêmes  axes  sont 


L M N • 


Il  suffit  évidemment  d’exprimer  que  la  force  R et  la 
direction  du  moment  linéaire  sont  perpendiculaires  entre 
elles,  ce  qui  donne  _ . . 

(i)  XY+Yn  + Ziiz=o.  • 

Cette  équation  exprime  que  les  forces  se  réduisent  à 
une  force  unique  pourvu  que  X,  Y,  Z ne  soient  pas  nulles, 
à la  fois,  sans  quoi  le  svstème  se  réduirait  à un  couple, 
et  il  n’y  aurait  pas  de  résultante  unique. 

370.  On  peut  encore  arriver  à ce  résultat  d’une  autre 
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manière  el  déterminer  ea  môme  temps  la  position  de  la 
droite  suivant  laquelle  agit  la  résultante.  Introduisons 
une  force  R,  égale  et  directement  opposée  à la  résul- 
tante, le  système  sera  en  équilibre.  Par  conséquent,  si 
X, , Yj , Z, , sont  les  composantes  de  R,  et  x, , j, , , les 

coordonnées  d’un  point  quelconque  de  sa  direction,  on 
aura 


(2)  jr.r)-x, 
et  ensuite 

(3) 


1=0,  — O,  2à  -t“  Z,  — O 

1 — Yt^t  •+■  L = O,  ' 

! X,  Z,  — Z,.r,  -t-  M = O, 

I Y,X| — X,_j'i -f- N = O- 


Les  trois  premières  équations  donnent 

X,  = -X,  Y,=- r»  = — 


Ou  retrouve  ainsi  ce  résultat  connu  que  la  résultaule 
unique  des  forces  proposées  est  égale  et  parallèle  à la 
force  R et  qu’elle  agit  dans  le  même  sens. 

On  a ensuite  les  équations  (3)  pour  déternliner  x, , 
^ , , Z,.  Mais  on  voit  à priori  que  l’on  ne  trouvera  pas 
de  valeurs  déterminées  pour  ces  trois  inconnues,  car, 
s’il  y a une  résultante,  on  doit  pouvoir  transporter 
son  point  d’application  en  un  point  quelconque  de  sa  di- 
rection. Ces  trois  équations  doivent  donc  sc  réduire  à 
"deux  et  à une  équation  de  condition.  En  efiet,  à cause  de 
X,  = — X,  Y,  = — V,  Z,  = — Z,  on  peut  écrire  ces  équa- 
tions ainsi  : 

/ Kzi  — -t- L = O, 

(4)  I Zx, — A”  Z, -f- M = P , 

. . • f Xyt—  yx,  + N = O. 


Puis,  si  on  les  ajoute  membre  à membre,  après  les 
avoir  multipliées  respectivement  par  X,  X,Z,  on  aura 

, . ' ■ ;yl -H  nvi ZN  = O,  ' 


équation  déjà  obtenue.  Si  elle  est  vériBéc,  déux  des  trois 
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équations  (4)  seront  lés  équations  de  la  droite  suivant 
laquelle  agit  la  résultante. . ■ 

CAS  d’un  point  fixe. 

371.  Soit  O le  point  6xc.  En  y transportant  toutes  les 
forces,  on  obtiendra  une  résultante  R et  un  couple 
'(S, — S).  La  résultante  est  détruite  par  la  fixité  du 
point.  Quant  au  couple  (S,  — S),  il  doit  être  nul  : car, 
en  transportant  le  couple  parallèlement  à lui-mème  jus- 
qu’à ce  que  la  force  S vienne  passer  par  le  point  fixe, 
cette  force  S serait  détruite  et  la  force  ■ — S aurait  tout 
son  effet.  Donc  le  moment  du  couple  (S,  — S)  est  nul 
et  la  pression  qu’éprouve  le  point  fixe  est  égale  à la  résul- 
tante de  toutes  les  forces  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes  en  ce  point. 

372.  On  peut  encore  obtenir  ces  conditions  en  intro- 
duisant la  résistance  R,  du  point  fixe.  Soient  Xi,Yi,  Z, 
les  composantes  de  la  force' R,  ; puisqu’il  y a équilibre, 
on  aura 

X+X,=  o,  r-f-Y,  = o,  2-^-Z,  = o. 

L’introduction  du  la  force  R,  ne  donnant  aucun  nou- 
veau terme  dans  les  expressions  L,  M,  IN,  on  aura 

- L = o,  M = O,  N = O. 

Les  trois  premières  équations  déterminent  X,,  Y,,Zi 
et  font  voir  que  la  résistance  R,  est  égale  et  directement 
opposée  à R.  Les  trois  autres  sont  les  équations  de  condi- 
tions et  expriment  q[ue  le  couple  résultant  (S,  — S)  t*t 
nul. 

CAS  d’un  axe  fixe. 

373.  Supposons  qu’il  y ait  dans  le  système  un  axe  fixe, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  deux  points  fixes  O et  H. 
Prenons  pour  axe  des  z,  la  droite  OH,  et  {>our  axes  des 
jr  et  des  j-f  deux  droites  passant  par  le  point  O. 
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- . La  rcsniluiile  des  forces  transportées  parallèlement  à 
elles-inômes  au  point  O est  détruite,  puiscjue  ce  point  est 
fixe.  Quant  aux  couples  résul- 
tant de  celte  translation  et  si- 
tués dans  les  plans  zOx  et  z 0)^, 
ils  sont  détruits  par  la  résistance 
de  l’axe  Oz,  car  on  peut  faire 
tourner  chacun  d’eux  jusqu’à  ce 
que  les  deux  forces  qui  le  com- 
posent soient  perpendiculaires  à 
l’axe  fixe  qui  les  détruit  toutes.  Il  ne  reste  donc  plus  que 
le_  couple  N situé ‘dans  le  plan  xOj^  qui  doit  être  nul; 
sans  quoi,  |n  le  transportant  jusqu’à  ce  qu’une  de  ses 
forces  passe  par  le  point  O,  celle-ci  serait  détruite  cl 
l’autre  ferait  tourner  le  système  autour  de  l’axe  O^. 

La  seule  condition  d’équilibre  est  donc 
■ . . N = o.  . 

On  peut  l’énoncer  en  disant  que  -la  somme  des  moments 
des  forces  par  rapport  à Taxe  fixe  doit  être  nulle. 

374.  Si  le  corps  peut  glisser  'le  long  de  l’axe,  par 
exemple,  s’il  est  traversé  par  une  tige  fixe  et  inflexible, 
les  composantes  X,  ¥ et  les  couples  L,  M sont  détruits 
par  la  résistance  de  l’axe,  mais  la  force  Z ne  l’est  pas. 
On  a alors  deux  équations  d’équilibre 

■ Z = O,  N = O. 

375.  Nous  avons  établi,  pour  conditions  d’équilibir, 

dans  le  cas  d’un  point  fixe,  les  équations  * 

^ L = O,  M = O,  N = O ; 

donc,  pour  qu’un  nombre  quelconque  de  forces  appli- 
quées à un  corps  solide  soit  en  équilibre  autour  d’un 
point  fixe,  il  faut  et  il  suffit  qu’elles  le  soient  autour  de 
trois  axes  passant  par  le  point  fixe.  . 

376.  On  peut  encore  traiter  la  •question  en  introdut- 


a'4  COUKS  DE  mécanique. 

sant  les  résistances  des  points  fixes.  Si  les  points  O et  H 
devenaient  libres,  on  rétablirait  l’équilibre  en  appliquant 
en  ces  points  des  forces  convenables  Rj  et  R,.  Soit 
OH  = A.  Appelons  X,,  Y,  ,Zi,  X,,  Yt,Zj  les  compo- 
santes parallèles  aux  axes  des  forces  R,  et  R,.  Les  équa- 
tions d’équilibre  seront  alors 

■ '■  X-+-X,-t-X,  = o, 

, Jf-t- Y,-|-Y,  = o,  . . 

2 -H  Z I Z,  = o , , 

y ' ^ L — Y,A  = o,  M-|-X,A  = o,  N = o. 

La  dernière  équation  est  la  seule  condition  d’équilibre 
déjà  trouvée,  Quant  aux  cinq  autres,  ellcs^eront  con- 
naître les  résistances  des  points  O et  H ou  les  pressions 
qu’ils  supportent.  On  en  tire,  , , 


Z,-F  Z,=  - Z. 


Cos  équations  déterminent  X,  ,X8,Y,  et  Y,,  mais 
elles  ne  donnent  que  la  somme  Z,  Z,  des  composantes 
'parallèles  .à  l’axe  des  Z,  ce  qui  doit  être;  car,  sMl  y a 
équilibre,  les  deux  forces  Z,  et  Zj  qui  agissent  suivant  la  ' 
même  droite,  peuvent  être  appliquées  au  même  point  O, 
et  l’on  peut  partager  leur  somme  en  deux  parues  quel- 
conqqps  appliquées  aux  points  O et  H.  - 

ÉQUILIBRE  d’un  corps  QUI  REPOSE  SUR  UN  PLAN  FIXE. 

377.  Supposons  un  corps  pressé  contre  un  plan  en 
un  de  ses  points  par  une  force , passant  par  ce  point  et 
normale  au  plan;  ce  corps  sera  en  équilibre,  car  il  n'y 
a pas  de  raison  pour  qu’il  se  meuve  dans  une  direction’ 
plutôt  que  dans  une  antre.  ^ 

' L 

' * r • 
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Si  la  force,  au  lieu  d'ètre  normale  au  plan,  lui  était 
oblique,  on  pourrait  la  décomposer  en  deux  autres, 
Tune  normale  et  l’autre  située  dans,  le  plan.  La  première 
ne  ferait  qu’appuyer  le  corps  sur  le  plan  et  la  seconde 
aurait  tout  son  effet  pour  le  déplacer.  Ainsi  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  Vétjuilihre^est  que  la  force 
qui  passe  par  le  point  de' contact  soit  normale  au  plan, 
La  même  conséquence  s’appliquerait  au  plan  tangent,  si 
le  corps  était  pressé  contre  un»  surface  courbe  par  Une 
force  qui  passerait  par  le  point  de  contact.  > 

' 378.  Supposons  maintenant  qu’un  corps  M,  sollicité 
par  plusieurs  forces  P,  P',  P", . . . , ’ 
repose  par  un  de  ses  points  A sur 
un  plan  IL  ou  sur  Une  surfacc- 
dontlL  serait  le  plan  tangent  au 
point  A.  Concevons  qu’il  y ait 
écpiUibre.  Si  l’on  Otait  le  plan, 
le  point  A se  mouvrait  dans  une 
certaine  direction,  et  en  appli- 
quant suivant  cette  direction  une  force  déterminée,  on 
rétablirait  l’équilibre.  Cette  force  peut  donc  remplacer 
la  résisUnce  du  plan,  et  elle  doit  être  égale,  puisqu’il  y a 
équilibre,  à la  résultante  des  forces  P,  P',  P", ....  Donc 
il  faut  que  celles-ci  aient  une  résultante  unique,  normale 
au  plan  et  passant  par  le  point  d’appui.  • 

, 379.  On  est  conduit  à une  conséquence  analogue, 

quand  le  corps  M repose  par 
différents  points  Aj  B,  C. . . 
sur  plusieurs  plans  ou  sur- 
faces fixes,  comme  par 
'exemple  une  table  suppor- 
tée par  trois  pieds.  Si  l’on 
ôtai.l  lcplan  p,  l’équilibre  .serait  en  général  détruit,  mais 
on  fe  rétablirait  en  appliquant  au  point  A une  force  con- 
venable dans^la  direi  tihn  que.  ce  point  prendrai*  immcs 


Fig.  137. 
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diatêniont.  Celle  Force  pcul  donc  remplacer  la  résislaïue 
du  plan  p;  de  même  deux  autres  forces  appliquées  aux 
poinls  B et  C peuvent  tenir  lieu  des  résistances  des  plans 
p'  et  p'‘.  Si  l’on  joint  ces  deux  dernières  aux  forces  don- 
nées P,  P',  P". . . et  qu’on  regarde  le  corps  M comme 
appuyé  seulement  sur  le  plan  p par  le  point  A,  la  ré- 
sultante de  toutes  les  forces  passe  par  le  point  A et  est 
normale  au  plan  p ; par  conséquent  la  résistance  de  ce 
plan  lui  est  elle-même  normale.  Le  même  raisonnement 
s’applique  aux  résistances  des  plans  p'  et  p", 

380.  Voyons  ce  que  deviennent  les  équations  d’équi- 
libre dans  le  cas  d’un  corps 
pressé  contre  un  plan  arOyou 
contre  une  surface  do'ntirOy  se- 
rait le  plan  tangent  au  point  O. 

Prenons  ce  plan  pour  celui 
des  xr  et  le  point  O pour  ori- 
gine. La  résistance  du  plan  équi- 
valant à une  force  normale  Zj, 
nous  aurons  d’abord 

A'=o,  J =o,  Z -+- Z,  =■  O ; 

r » • - 

et  comme  Zi  n'introduit  évidemment  aucun  terme  dans 
les  équations  des  moments,  on  aura 

L = o,  lÿ  = o,-  N = o. 

Ces  trois  équations  expriment  que  le  système  des  forces 
SC  réduit  à une  force  unique,  et  les  deux  premières  que 
cette  force  unique  est  verticale  et  passe  par  le  point  O. 
Quant  à l’équation  Z Z,  = o,  elle  indique  que  la  ré- 
sultante est  la  pression  supportée  par  le  plan. .11  faut, 
eu  outre,  que  la  résultante  appuie  le  corps  sur  le  plan, 
c’esl-à-dire  qu’elle  soit  négative.  Ou  devra  donc  joindre 
aux  cinq  équatuuis  d’érjuilibre  l’inégalité 

• Z<o. 


Fig. 
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381.  Imaginons  maintenant  que  le  corps  repose  sur 


Fi(f.  iig. 


le  plan  xOy  par  deux  points  O 
et  H.  Prenons  OH  pour  axe  des 
X.  Remplaçons  la  résistance  du 
plan  fixe  par  deux  forces  nor- 
males Zi,  Z,.  Puisqu’il  y a équi- 

/ ' libre,  la  résultante  Z,  Z,  de 

ces  deux  forces,  laquelle  a son 
point  d’application  entre  O et  H,  doit  être  égale  et  con- 
traire à la  résultante  de  toutes  les  forces  données.  Il  faut 
donc  que  celle-ci  soit  normale  au  plan  et  qu’elle  ait  son 
point  d’application  entre  O et  H.  ' ' 

En  posant  OH  = /i,  les  six  équations  d’équilibre 
donnent 

X o , E o , X “t—  i£i  “t—  — O, 

L = o,  M — Z,A=o,  N = o. 

Quatre  de  ces  équations  expriment  les  conditions  'que 
doivent  remplir  les  forces  données;  les  deux  autres  font 
connaître  les  inconnues  et  donnent  ' 

. Z.-X’  Z,-  — /- 

382.  Si  le  corps  repose  sur  le  plan  xOy  par  un  nom- 
Fig.  i3o.  quelconque  de  points  d’ap- 

pui A(x,,j^,),  B(x,,  J,),  C, 
D,  etc.,  la  résistance  du  plan  en 
ces  divers  .points  équivaudra  à 
des  forces  normales  Z,,Z,,Z|,... 
qui  y seraient  appliquées  ; il  faut 
donc  qu'il  y ait  une  résultante 
unique  et  tombant  dans  l’intérieur  du  polygone  ABCDA . 
Dans  ce  cas,  les  équations  générales  se  réduisent  à 

yc  — o,  K — o,  Z -I—  Z,  Z,  ~f~ . . . o,  * 

. Zi^i -t- Z,  y, = o, 

. M Z|  X I ' Z,  Xy .....  o, 

N = o.  ■ 
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On  a donc  seulement  trois  équations  d’équilibre  X = o, 
1^=0,  N = O.  Les  trois  autres  équations  font  connaître 
les  pressions  du  plan  aux  points  d’appui.  On  voit  que 
s’il  y a trois  points  d’appui,  les  pressions  Z,  ,Z,,  Zj  se- 
ront déterminées  ; mais  si  le  corps  repose  sur  leplano;0[y' 
par  plus  de  trois  points,  le  nombre  des  inconnues  sur- 
passera le  nombre  des  équations  et  le  problème  sera  in- 
déterminé. 
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ÉQUILIBRE  DES  FORCES  APPLIQUÉES  A DES  CORDONS. 

ÉquiUbrc  des  forces  appliquées  à des  cordons  qui  passent  par  un  mémo 
point.  — Cas  où  l'une  des  cordes  passe  dans  un  anneau.  — Équilibre 
du  polygone  funiculaire.  — Cas  où  les  forces  sont  appliquées  à des 
anneaux.  ~ Cas  où  plusieurs  cordons  sont  attachés  au  même  sommet. 


ÉQUILIBRE  DES  FORCES  APPLIQUÉES  A DES  CORDONS  QUI 
PASSENT  PAR  UN  MEME  POINT,  ’ 

383.  Soient  P et  Q deux  forces  qui  agissent  aux  extré- 

mités d’une  corde  supposée  flexible  et  inextensible.  Si  ces 
forces  se  font  équilibre,  la  cordc  doit  être  tendue  en  ligne 
droite,  et  ces  forces  doivent  être  égales  et  contraires  ; car 
si  ces  deux  forces  n’avaient  pas  la  même  direction  que 
le  eprdon,  rien  ne  les  empêcherait  de  le  faire  tourner, 
et  si,  étant  dans  il  même  direction,  elles  n’étaient  pas 
égales  et  contraires  elles  feraient  avancer  la  corde  dans 
sa  direction.  La  valeur  commune  des  deux  forces  est  ce 
qu’on  appelle  la  tension  du  fil.  ' , ' 

> 

384.  Si  .trois  forces  P,  Q,  R,  agissent  sur  un  point  A, 
par  l’intermédaire  de  trois  cor- 
dons qui  se  réunissent  en  cc 
point,  et  si  elles  se  font  équi- 
Ji|brc,  l’une  quelconque  de  ces 
forces  devra  être  égale  et  direc- 
tement opposée  à la’  résultante 

des  deux  autres,  d’où  l’on  conclut  que  ces  trois  cordons 
sont  dans  un  même  plan,  et  que  chaque  force  peut  être 
représentée  en  grandeur  par  le  sinus  de  l'angle  formé  par 
les  directions  des  deux  autres. 


Fig.  i3i. 
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3î}o.  Supposons  qu’on  fixe  un  point  B du  cortlon  AP, 
La  force  P devient  alors  mutile,  et  en  la  supprimant  on 
ne  troublera  pas  l’équilibre.  La  pression  que  supporte  le 
point  B,  égale  et  directement  contraire  à la  force  P qu’il 
faudrait  appliquer  en  ce  point  devenu  libre,  pour  réta- 
blir l’équilibre,  est  donc  égale  et  contraire  à la  résultante 
des  forces  Q et  R.  Si  l’on  fixe  à la  fois  un  point  B du 
cordon  ÂP  et  un  point  C du  cordon  ÂQ,  la  pression  que 
supporte  le  point  C sera  égale  et  contraire  à Q- 

CAS  ou  l’ume  des  cordes  peut  glisser  dans  un  anneau. 

386.  Si  les  deux  forces  P et  Q sont  appliquées  aux 

Fig.  i32.  extrémités  d’une  corde  PA  Q, 

qui  passe  dans  un  anneau  re- 
tenu par  une  troisième  force  R, 
quand  l’équilibre  aura  lieu,  il 
ne  sera  pas  détruit  en  supposant  / 
l’anneau  Cxe.  Alors  le  cordon 
PAQ  ayant  la  liberté  de  glisser 
dans  cet  anneau,  si  les  forces  P 
et  Q sont  égales  entre  elles,  elles  se  font  équilibre;  si 
elles  sont  inégales,  on  peut  décomposer  la  plus  grande 
en  deux  parties  : l’une  égale  à l’autre  force  et  qui  dé- 
truira celle-ci,  l’autre  égale  à leur  différence  et  qui  fera 
mouvoir  le  cordon  suivant  sa  direction,  d’où  l’on  conclut 
que  P = Q est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu’il  y ail  équilibre  quand  l’anneau  est  fixe. 

387.  On  peut  encore  démontrer  ce  résultat  de  la  ma- 
nière suivante  : Si  l’équilibre  e*st  établi,  il  ne  sera  pas 
troublé  qu^nd  on  fixera  deux  points  B et  C pris  respec- 
tivement sur  les  cordons  AP  et  AQ.  Dans  tous  les  mou- 
vements que  le  point  A peut  prendre,  la  somme  de  ses 
distances  aux  deux  points  B et  C demeure  constante,  de 
sorte  que,  dans  tous  ses  déplacements,  le  point  A reste 
sur  un  ellipsoïde  do  révolution.  On  peut  donc  supprimer 
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le  cordon  BAC,  pourvu  qu’on  regarde  le  point  A eoinine 
assujetti  à rester  constamment  sim  cette  surface  . Mais 
alors,  pour  que  ce  point  soit  en  équilibre,  il  faut  que  le 
cordon  AR,  suivant  lequel  est  dirigée  la  force  R, soit  nor- 
mal à la  surface;  et  comme  celle-ci  est  de  révolution,  la 
. noimale  est  dirigée  dans  le  plan  de  la  courbe  méridienne 
suivant  la  bissectrice  de  l’angle  PAQ;  mais  la  bissectrice 
est  la  direction  de  la  résultante  des  forces  P et  Q.  Donc 

• - 

388.  Si  l’on  représente  ces  deux  forces  par  les  droites 
égalés  AF,  AG,  prises  sur  leur  direction,  leur  résultante 
sera  représentée  par  la  diagonale  AD  du  losange  AFDG. 
Or  en  désignant  par  a l’angle  BAC,  on  a 

AD  = 2 AF  cos  - a ; , . 

a 

donc,  puisque  la  force  R doit  être  égale  et  directement 
apposée  à cette  résultante,  on  a 

R = 2 P cos  -a.  ■ 

- 2 

R représente  également  la  pression  supportée  par  le 
' point  A,  quand  on  fixe  l’anneau.  • 

ÉQUILIBRE  .DU  POLYGONE  FUNICULAIRE. 

389.  Considérons  maintenant  un  polygone  funiculaire 

ou  un  système  de  points,  A, 
B,  C,  D,  E,  F,  liés  entre  eux 
par  des  cordons.  Le  premier 
et  le  dernier  cordon,  AB  et 
EF,  sont  sollicités  par  des 
forces  H et  K dirigées  néces- 
sairement suivant  les,  pro- 
longements de  CCS  cordons, 

sans  quoi  il  n’y  aurait  pas  équilibre.  Aux  différents  som- 


Fig.  i33. 
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mets  B,  C,D,Esonl  appliquées  des  forces  quelconques 
P,  P',  P",  P",  agissant  par  l’iiilerniédiaire  de  cordons 
^ ' qui  se  réunissent  en  ces  points.  Il  est  inutile  de  supposer 
plus  de  trois  cordons  réunis  au  même  sonimet;  car  si 
l’on  avait,  au  sommet  B,  un  ‘autre  cordon  sollicité  par 
une  force  Q,  on  pourrait  composer  cette  force  avec  la. 
première  et  ne  considérer  que  là  résultante  des  deux 
forces  P et  Q. 

390.  Dans  V état  d'équilibre,  chaque  cordon,  tel  que 
CD , doit  être  tiré  par  deux  forces  égales  et  contraires 
quon  peut  supposer  appliquées  à ses  deux  extrémités. 
En  effet,  si  l’on  coupait  le  cordon  CD  au  point  I,  l’équi- 
libre serait  détruit  et  chacun  des  deux  points  C et  D Se- 
rait entraîné  dans  une  certaine  direction.  Les'  deux 
forces  qui  solliciteraient  ces  deux  points  étant  actuelle- 
ment détruites  par  la  liaison  que  le  cordon  établit  entre 
eux,  sont  nécessairement  contraires  et  dirigées  suivant  le 

, prolongement  du  cordon  CD.  Chacune  de  ces  forces  re- 
présente la  tension  du  cordon. 

391 . Ce  principe  conduit  aux  conditions  d’équilibre 

du  polygone  funiculaire.  > 

La  force  P et  la  force  H,  dont  on  peut  supposer  le 
point  d'application  transporté  de  A en  B,  ont  une  résul- 
tante X dirigée  suivant  le  prolongement  du  cordon  CB. 
En  effet,  puisqu’il  y a équilibre,  il  ne  sera  pas  troublé, 

^ si  l’on  suppose  le  point  C fixe,  et  on  voit  bien  alors  que  X 
doit  avoir  la  direction  BC.  La  force  X mesure  en  même 
temps  la  tension  du  cordon  BC  ; car  puisqu’il  y a équi- 
* . libi-e,  cclui-ci  doit  être  tiré  en  C par  une  force  égale  et 
§'  contraire  à X.  En  transportant  X au  point  C,  on  voit 
de  même  que  la  résultante  Y des  deux  forces  X et  P'  est 
dirigée  suivant  le  prolongement  de  CD  et  mesure  la  ten- 
sion de  ce  cordon.  Cette  tension  Y est  donc  la  i-ésultante 
dé»  forces  H,  P,  P'  transportées  parallèlement  à elles- 
mêmes  au  point  C.  En  continuant  ainsi,  on  verra  que 
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la  tension  V du  dernier  cordon  s’obtient  en  composant 
les  forces  H,  P,  P'j  P",  P'"  transportées  parallèlement  à- 
elles-mêmes  au  point  E,  et  comme  il  ,y  a équilibre,  celte 
force  V est  égale  et  directement  contraire  à la  dernière 
force  K. 

Ainsi  toutes  les  fonces  immédiatement  appliquées  nu 
polygone  funiculaire,  transportées  parallèlement  à elles- 
mêmes  en  un  point  quelconque,  sc  font  équilibre  autour 
de  ce  point,  et  la  temian  de  chaque  cordon  est  la  ré- 
sultante de  toutes  les  forces  qui  agissent  cC  un  même  côté 
' de  ce  cordon. 

392.  On  peut  arriver  à ce  résultat  d’une  autre  ma- 
nière, en  supposant  le  polygone  solidifié  de  telle  sorte  que 
les  droites  qui  joignent  les  points  consécutifs  ne  puissent 
pas  changer  de  longueur.  li  en  résulte  d’abord  que  toutes  . 
les  forces  transportées  parallèlement  à elles-mêmes  en 
un  point  doivent  s’y  faire  équilibre.  Ensuite  l’équilibre 
ne  devant  pas  être  troublé,  si,  en  supprimant  la  par- 
tie DEK,  on  applique  au  point  D,  suivant  le  prolonge- 
ment CD,  une  force  égale  à la  tension  Y de  ce  cordon,  il 
faut  que  la  force  Y et  toutes -celles  qui  agissent  sur  la 
partie  conservée  ABCD,  se  détruisent.  La  ‘tension  du 
cordon  CD  est  donc  égale  à la  résultante  des  forces  H,  P,  P, 
comme  on  l’a  vu  par  l’autre  méthode.  , 

393.  En  supposant  connue  la  figure  du  polygone  en 
équilibre,  on  peut  déterminer  le  rapport  de  deux  forces 
ou  de  deux  tensions  quelconques,  En  effet,  comme  chaque 
sommet  doit  être  séparément  eu  équilibre  sous  l’action 
des  forces  et  des  tensions  qui  y sont  appliquées,  on  a 

sinÂBC 


H 

P 

X 

P' 


sin  PBC 
, sin  ABC 

sinP'CD 
sin  JtCD  ’ 


£ 

X 

F 

Y 


sin  ABP 

sin  BCD 
' sin  BCP'  ’ 


et  ainsi  de  suite. 
U. 
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Si  l'on  veut  avoir  le  rapport  de  deux  forces  ou  tensions 
quelconques,  on  multipliera  un  ceiiain  nombre  de  ces 
proportions  terme  à terme. 

d94.  Lorsque  l'on  connaît  la  grandeur  et  la  direc- 
tion des  forces,  les  conditions  d’équilibre  peuvent  s’ex- 
primer analytiquement  par  trois  équations.  Appelons 
rt,  c;  e,/,g-,  a,  (3,  y;  •••>  *cs  anglesque  font  ' 

avec  trois  axes  rectangulaires  les  directions  des  forces 
données  H,  K,  P,  P,  . . . , on  aura  ’ _ 

SH  cosa  -+-  K coae  -+-  P cos  a -+-  P'  cos  a'  -t-  . ..  =rr  o, 

H cos  i -t-  K cos / -I-  P cos  8 -t-  P'  cos  -t-  . . . o, 

( H cos  c -I-  K cosg  -(-  P cosy  P'  cos  y'  = o. 

d9î>.  Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies, 
c'rst-à-diro  si  les  forces  sont  telles,  que,  transportées 
parallèlement  à ellcs~mênies  en  un  point  quelconque, 
elles  sf  fassent  équilibre,  il  y aura  toujours  une  figure 
d’ équilibre  ; en  d’autres  termes,  on  pourra  toujours  assi- 
gner au  polygone  dont  les  côtés  sont  donnés,  une  figure 
telle,  qu’il  demetire  en  équilibre  sous  l’action  de  ces 
forces. 

En  elfet,  plaçons  le  premier  côté  AB  du  polygone  dans' 
la  direction  de  la  première  force  H.  Dirigeons  ensuite- 
le  second  côté  BC  dans  le  prolongement  de  la  résul- 
tante X des  deux  forces  H et  P.  Plaçons  de  même  le  côté 
suivant  CD  dans  le  prolongement  de  la  résultante  des 
forces  X et  P,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  forces 
'H,  P,  P'  transportées  parallèlement  à elles-mêmes  au 
au  point  C,  et  ainsi  de  suite.  Il  est  évident,  d’après  cette 
construction,  que  les  sommets  B,  C,  D resteront  en  équi- 
libre sous  l’action  des  forces  H,  P,  P',  P";  il  en  sera  de 
même  du  dernier  sommet  E.  En  effet,  il  résulte  des 
équations  (i)  que  le  cordon  EF  a la  direction  de  la  force  K 
et  que  celle-ci  est  égale  et  directement  opposée  ,à  la  résul- 
tante de  toutes  les  forces  H,  f*,  P',  P^',  P'". 

• ■»  ' 
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396.  Supposons  fixées  les  extrémités  A et  F clü  poly- 
gone funiculaire,  dont  la  forme  est  donnée.  Ou  peut  sup- 
primer les  forces  H et  K,  sans  détruire  l’équilibre.  Or, 
en  supposant  connues  les  forces  P,  P',  P",  . . .,  on,  peut  se 
proposer  de  déterminer  les  pressions  que  supportent  les 
points  fixes  A et  F,  pressions  égales  et  contraires  aux 
forces  H et  K. 

Puisqu’on  suppose  connue  la  figure  du  polygone,  on 
connait  les  directions  (a,  b,  c)  5 de  ces  pressions. 

Leurs  intensités  s’obtiennent  au  moyeu  des  deux  propor- 
tions 

H sin  PBC  K sin  DEP"' 

P sin  abc’  P"’ ~ sin  DEF 

397.  Si  la  figure  du  polygone  n’est  pas  donnée,  on  aura, 
pour  déterminer  les  finit  inconnues  H,  K,  a,  h,  c,  e,y,  g,- 
d’abord  les  cinq  érpiations 

' H cps  fl  K cos  c 4-  P, cos  ï 4-  . . . = O,  . ; 

H eos  6 4-  K.  cos  y 4-  P cos  fi  4-  . . . = o, 

H cos  c -P  K cos  g"  4-  P cos  7 4-  ■ ^ . = o ; • 

' „ cos’  n 4-  cos^  b 4-  cos’  c i , 

cos’  e -t-  cos’y  4-  cOs’  g = I , T - 

On  obtiendra  trois  antrt's  équations  en  exprimant  que  la 
différence  des  coordonnées  de  même  nom  des  extrémités 
'A  et  F du  polygone  est  égale  à la  projection  du  polygone 
sur  l’axe  correspondant. 

CAS  ou  IL  Y A nES  AKNF.AUXr 

398.  S’il  y a aii  sommet  B un  anneau  tiré  panla  force  P, 
et  dans  lequel  passe  le  seul  cordon  ABC,  on  aura  (386) 
H = X et  la  direction^  prolongée  de  la  force  P partagera 
l’angle  ABC  en  deux  parties  égales.  La  même  chose  peut 
se  dire  de  tous  les  anneaux,  en  sorte  que  si  tous  les  som- 
mets portent  des  anneaux,  les  tensions  de  tous  les  cordons 

- . . ’ " 3.  ' 
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soûl  égales,  d’où  résulte  que  U = K.  Toutes  les  forces 
peuvent  alors  s’exprimer  au  moyen  de  la  tension  H et 
des  angles  B,  C, . . . du  polygone  par  les  formules 


2 H cos- B;  P'=2Hcos-C, 

I 2 2 


399.  Si  l’on  se  donnait  la  dgure  du  polygone,  un 
connaîtrait  par  là  en  grandeur  et  en  direction  les  forces 
qu’il  faudrait  appliquer  à chaque  sommet  pour  le  tenir 
en  écjuilibre.  Ces  forces  prises  en  sons  contraire  seraient 
les  pressions  exercées  sur  les  points  B,C,D,  . . . s’ils  de- 
venaient des  points  fixes  sur  lesquels  passerait  la  corde 
ABC...  F. 

} 

400.  Supposons  que  les  cordes  extrêmes  AB, EF 

F'C-  '34-  soient  dans  un  même  plan.  Soit  I . 

le  point  de  rencontre  de  leurs 
directions,  et  soit  U une  force 
égale  et  contraire  à la  résultante 
de  H et  de  K.  D’après  un  prin- 
cipe rnnnu  (391),  U est  la  ré- 
sultante des  forces  P,  P',  P",  P"'.  1 
' Par  conséquent,  pour  avoir  la 
tension  des  cordons  extrêmes, 
il  sufCt  de  décomposer  suivant 
leurs  directions  la  résultante  de  toutes  les  forces  trans-  . 
portées  parallèlement  à elles- mêmes  au  point  de, ren- 
contre de  ces  cordons. 

,401 . Si  toutes  ces  forces  sont  parallèles,  si  elles  repré- 
sentent des  poids,  par  exemple,  tout  le  polygbne  est  com- 
pris dans  un  rnèutg  plan  vertical.  Pour  exprimer  que 
toutes  les  forces'  transportées  parallèlement  à elles- 
mêmes  en  un  point  se  font  équilibre,  il  suffira  de  deux 
équations..  -Si  l’on  prend  deux  axes  dans  le  plan  des 
forces,  l’un  horizontal,  l’autre  vertical,  et  si  acl  b,  e tlf 
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soiil  les  angles  formés  avec  ces  axes  par  les  cordoUs  ex- 
trêmes, on  aura 

« , ‘ - H eos  rt  -f-  K cos  c = o,  < , , ■ 

H cos  6 -H  K cos  y -f-  P -f-  P'  -t-  P" . . » = o ; 

la  première  équation  exprime  que  les  composantes  hori- 
zontales des  tensions  H et  K sont  égales  et  contraires. 

\ 

CAS  OU  IL  Y A VLUSIEUnS  CORDONS  A UN  MEME  SOMMET 
X Dü  POLYGONE. 

■402.  Nous  avons  supposé  qu’il  n’y  avait  que  trois 
forces  appliquées  à un  même  sommet  du  polygone.  Quand 
un  nombre  quelconque  de  cordons,  sollicités  pardesforceis,' 
se  réunissent  en  un  mêihc  point,  il  faut,  pour  l’équili- 
bre, que  l’une  quelconque  d’entre  elles  soit  égale  et  di- 
rectement contraire  à la  résultante  de  toutes  les  autres. 

Si  l’on  fixe  un  point  sur  chacun 
des  cordons,  excepté  sur  un  seul 
AP,  on  peu  tse  proposer  de  trou- 
ver les  pressions  que  la  force  P 
exerce  sur  les  points  fixes.  S’il 
n’y  a que  trois  cordons,  non  si-' 
tués  dans  le  même  plan , la  question  se  résoudra  en  dé- 
composant la  force  P en  trois  autres  agissant  suivant  les 
prolongements  des  cordons.  S’il  y a plus  de  trois  cor- 
dons, le  problème  devient  indéterminé,  puisqu’on' 
peut  décomposer  la  force  P d’une  infinité  de  manières 
en  d’autres  forces  dirigées  suivant  c‘cs  cordons.  Cette 
indétermination  est  analogue  à celle  que  l’on  rencontre 
quand  on  cherche  les  pressions  exercées  par  ' un  corps 
contre  un  plan  sur  lequel  ce  corps  repose  par  plus  de  trois 
points.  ^ 


Fig.  i35. 
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TRENTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

KUl'ILIBKK  Ii’lN  KII,  KLEXIBLK. 

Direclion  de  la  tenaion  dans  un  lil  en  équilibre.  — Équations  de  l'equi- 
libre  d'un  ül  sollicite  par  de  petites  l’orcos.  — Intégration  de  ces  éqna- 
' tions.  — Valeur  de  la  tension  en  chaque  point  du  fil.  — Forme  alTectcc 
par  le  lil. 


n»RECTION  DE  LA  TENSION  DANS  DW  FIL  EN  ÉQUILIBRE. 

103.  Soit  AMB  un  (il  flexible,  d'une  lrès»-petite  épais- 
pjg  ,;jg  seur,  attaché  par  scs  extrémités 

à deux  points  fixes  A et  B,  et 
dont  tous  les  points  sont  solli- 
s^T  cités  par  de  très-petites  forces. 
Soit  M un  poiiit  quelconque 
de  ce  fil.  Les  deux  parties  AM, 
MB  exercent  l’une  sur  l’autre,  dans  l’état  d’équilibre, 
des  actions  moléculaires  égales  et  contraires.  On  ne 
connaît  pas  la  nature  de  ces  actions,  mais  on  admet  que 
toutes  celles  qui  proviennent  de  AM  agissant  sur  MB, 
se  réduisent  à une  force  unique  T appliquée  au  point  M, 
et  de  même  que  la  partie  MB  exerce  sur  AM  une  action 
([ui  se  réduit  à une  foi'cc  égale  et  contraire  à T.  La  va- 
leur commune  de  ces  deux  forces  est  ce  qu’on  appelle  la 
tension  du  Jil  au  point  M.  On  pourra  donc,  si  l’équi- 
libre existe,  supprimer  la  pari  ie  AM,  pourvu  qu’on  ap- 
plique au  point  M une  force  égale  à T. 

101.  En  considérant  le  fil  comme  la  limite  d’un  poly- 
gone funiculaire  dont  les  côtés  deviennent  infiniment 
petits,  on  est  conduit  h admettre  que  la  tension  s’exerce 
siiirant  la  lanf;enlr  an  point  M à Irj  eonrhe.  que  forme. 
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le  fil.  Mais  on  peut  démontrer  directement  ce  principe 
de  la  manière  suivante  : 

Fixons  un  point  M',  voisin  de  M,  suc  le  fil  et  solidi- 
fions la  partie  intermédiaire  MM';  l’équilibre  ne  sera 
pas  troublé.  Mais  alors,  d’après  les  conditions  d’équilibre 
d’un  système  dans  lequel  se  trouve  un  point  fixe,  les  cou- 
ples qui  résultent  de  la  translation  au  point  M'  de  la 
force  T et  des  forces  qui  agissent  sur  tous  les  points  ma- 
tériels du  fil  compris  entre  M et  M',  doivent  se  détruire. 
Comme  ccs  forces  ne  sont  pas  nécessairement  dans  un 
même  plan,  le  moment  du  couple  (T,  — T)  est  moindre, 
que  la  somme  des  moments  des  couples  provenant  de^ 
la  translation  des  autres  forces  ou  au  plus  égal  à cette 
somme. 

Si  l’on  abaisse  la  perpendiculaire  M'H  sur  la  direc- 
tion de  la  force  T,  et  si  l’on  désigne  par  6 l’angle  M'MH, 
le  moment  du  couple  (T,  — T)  est 

TxM'H  = TXMM'sin9. 

Soient  p la  masse  d’un  point  compris  entreM  et  M' et  P 
la  force  appliquée  à ce  point,  rapportée  à l’unité  de 
masse;  pP  sera  la  force  motrice  appliquée  à ce  point.  Le 
momentdu  couple  (pP; — ’ftP)  est  plus  petit  que  pP.pM' , 
et  à fortiori  <yie  pP.MM'. 

La  somme  des  moments  de  tous  les.  couples  analogues 
est  donc  moindre  que  MM'.  P,Zp,  P,  désignant  la  plus 
grande  valeur  de  la  force  P dans  toute  la  portion  MM' 
du  fil  et  Zp  la  somme  des  masses  des  molécules  qui  com- 
posent celle  portion  du  fil. 

On  a donc 


d’où 


T.MM'.sina<P,.MM'.  îp, 


La  tension  T a une  valeur  finie,  car  elle  doit  faire 

V 
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équilibré  aux  forces  qui  sollicitent  la  partie  BM.  Comme 
l’inégalité  précédente  • a lieu  quelque  petit  que  soit 
l’arc  MM',  on  voit  que  si  le  point  M' se  rapproche  indé- 
ânimeiit  du  point  M,  sind  et  par  conséquent  d deviendra 
plus  petit  que  toute  quantité  donnée.  Mais  à la  limite  la 
corde  MM'  devient  la  tangente  en  M à la  courbe  ; donc 
c'est  suivant  la  tangente  qu’agit  la  (tension  T. 

ÉQUILIBRE  d’un  FIL  SOLLICITÉ  PAR  DF.  PETITES  FORCES. 

405.  Cherchons  maintenant  les  conditions  d’équilibrë 
d’un  fil  AMB,  flxé  à ses  deux  extrémités  A (a,  b,  c)  et 
B(a',i',c')  et  dont  tous  les  points  sont  sollicités  par  de  pe- 
tites forces.  Soient  M.(T,y,  z) 
et  M.' (x-{-dx',y-+-dy,  z-\-dz) 
deux  points  infiniment  rap- 
prochés  sur  le  fil.  Soit 
MM'  = ds.  Si  T et  T'  sont 


Fifi.  13;. 


les  tensions'du  fil  aux  points 
M et  M',  l’arc  MM'  doit  être 
en  équilibre  sous  l’action  de 
■ . T,  de  T'  et  des, forces  qui 
sollicitent  les  points  compris 
» entre  M et  M'.  Cet  équilibre  a encore  lieu,  si  l’on  sup- 
pose l’arc  MM'  solidifié.  Donc  les  forces  doivent  être 
telles,  qu’en  les  transportant  parallèlement  h elles-mêmes 
en  un  point  elles  se  fassent  é(|uilibre. 

406.  Soient  £ le  produit  de  la  section  normale  par  la 
densité  au  point  M,  P la  force  qui  agit  en  ce  point, 
et  X,  Y,  Z ses  composantes  parallèles  à trois  axes 
Ox,  Oj,  O Z.  L’arc  MM' étant  infiniment  petit,  on  peut 
considérer  e,  X,  Y,  Z comme  constants  pour  tous  les 
]M>ints  de  MM'.  Or  T agissant  dans^  le  sens  M'M,  ses 


composantes  seront 


-T±, 

. </s 


dz 
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Les  composantes  de  seront  égales  à celles  de  T, 
prises  en  sens  contraire  et  augmentées  de  leurs  diffé- 
rentielles, 

D’ailleurs  en  considérant  MM'  comme  un  petit  cylindre, 
• ^ • X t (iff  \(ds,  ïsd.i,  .< 

sont  les  sommes  des  composantes  des  forces  qui  agissent 
sur  les  points  de  l’arc  MM'.  On  a donc 

€il\ 

lis  j 

4r\ 


(■) 


/ d 


X«f/f  = O, 


H) 


-1-  Y tds  = O, 


-+  Z tds  — O. 


Dans  1a  question  qui  nous  occupe  il  n’y  a qu’une  seule 
variable  indépendante*,  supposons  que  ce  soit  x.  Les 
équations  (i)  serviront  à déterminera^,  z,  et  l’inconnue 
auxiliaire  T en  fonction  de  x.  Ces  équations  sont  néces- 
saires et  suffisantes,  et  nous  allons  vérifier,  après  leur 
Intégration,  que  si  elles  ont  lieu,*  toutes  les  forces  qui 
agissent  sur  le  fil,  en  y comprenant  les  tensions  K et  R', 
aux  extrémités  Â et  B de  ce  fil,  satisfont  aux  six  équa- 
tions générales  de  l’équilibre. 

intégration  des  ÉQL'ATIONS  (i). 

407.  Intégrons  d’abord  la  première  des  équations  (i)^ 
par  rapport  à s,  entre  les  limites  qui  correspondent  aux 
extrémités  du  61,  dont  la  longueur  est  /,  on  aura 

Soient  e,f,  g-.  e',J\  g'  I es  angles  que  les  tangentes  à 
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la  courbe  aux  point.s  A et  B font  avec  les  axes  : cette 
équation  devient 


<3) 


K cos  e ■ 


■K'cose'-(-  f Xt£/^  = o; 

‘'o  • 


elle  signiBe  que  la  somme  algébrique  des  composantes 
parallèles  à l'axe  Ox,  de  toutes  les  forces  qui  agissent 
sur  le  fil,  est  nulle.  En  intégrant  les  deux  autres  équa- 
tions du  système  (i),  on  arriverait  à la  mèmè  conclusion, 
par  rapport  aux  deux  autres  axes.  Ainsi  les  trois  pre-, 
mièrcs  équations  de  l’équilibre  (365)  sont  satisfaites. 

r 

408.  On  peut  aussi  retrouver  les  équations  des  mo- 
ments. Multiplions  les  deux  premières  équations  (i) 

, pary^  et  x,  et  retranchons  la  première  de  la  seconde.  Il 
eu  résulte 

Or  ' r 

par  consétjuent,  en  intégrant  entre  o et  /,  on  aura 

K(a  cos/  — b cose)  cos/' — h'  cose') 

./ 

(Y.r-X/eÆ  = o. 


-X 


Cette  équation  signiûe  que  la  somme  des  moments  de 
toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le  fl,  par  rapport  à 
f’axe  Oz,  est  nulle.  On  obtiendrait  de  même  les  équa- 
tions des  moments  par  rapport  aux  deux  autres  axes. 

La  même  chose  peut  se  dire  d’une  partie  quelconque  du 
fil , pourvu  qu’on  joigne  aux  forces  qui  sollicitent  tous  ses 
points,  deux  forces  appliquées  tangentielh'inenl  à scs 
extrémités  et  équivalentes  aux  tensions  que  cette  partie 
éprouverait  de  la  part  du  reste  du  fri. 
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. i09.  La  première  des  équations  (i)  peut  être  mise  sous 

la  forme  ' 

....  dx  ,d.r  . ' ■ 

d 1 d — h X = O.  , • , 

ds  ds  , 

Soient  a,  (B,  y les*angles  que  la  tangente  au  point  M fait 
avec  les  axes  et  X,  p.  v les  angles  que  le  ravon  de  <-our- 
bure  P fait  avec  les  mêmes  axes  : ou  a 


d.t 


. d.T. 


ds  .cos  ). 


ds  ds  a 

les  équations  (i)  peuvent  donc  s’écrire  comme  il  suit  : 


(4) 


"ïds 

nT.cos  a H cos  A Ktds  — o, 

P . 

Tds 

d’ï . cos  S H cos  tds  = o , 

P . ' ■ . ' 

T 

dT . cos  7 H cos  V -t-  Z tds  = o.  ■ 

P . * 


Sous  celte  forme  elles  expriment  qu’il  y a équilibre 
entre  la  forée  c/T  dirigée  suivant  la  tangente,  la  force 


dirigée  suivant  le  rayon  de  courbure  et  la  force 

P 

'motrice  Pe</s  de  l’élément  de  masse.  D’où  l’pn  conclut 
que  le  plan  osculateur  à la  courbe  est  déterminé  par  la 
tangente  et  par  la  direction  de  la  force  P. 


VALEUR  DE  l.A  TENSION. 

410.  Pour  obtenir  la  tension,  multiplions  les  étjua-’ 
tions  (4)  respectivement  par  cosa,  cos(3,  cosy,  ou 

En  observant  que 
,t/s  ds  ^ 

1 cos’  Jt  -I-  cos’  P cos’  y = I , ^ 

cos  a cos  X + cos  6 cos  JA  H- cos  7 cosv  o , 


dT  t £ ( X</J;  f Yf/i  t'  Zds)  o, 
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d’où 

(5) 


COUnS  PE  MÉCANIQUE. 


rfT  = — I (Xrfj;  -H  Yrf/  + Zrfî). 


La  diirérentielle  de  la  tension  se  trouve  ainsi  exprimée 
en  fonction  des  composantes  de  la  force  qui  agit  au  point 
considéré.  ' • ’ 

411.  Si  la  densité  et  l'épaisseur  ne  changent  pas  dans 

toute  l’étendue  du  fil,  alors  e est  constant;  si  Ton  sup- 
pose en  outre  que  . . 

e (X<te -t- -t-  Zrfi) 

soit  la  différentielle  exacte  d’une  fonction  de  x,y^  z, 
— z),  alors  on  aura 

- ■ ' Tz=/(x,y,z)  + C;  ■ 

et  pour  un  autre  point  x',  J i',  ' . 

T'=/(x',/,a') -t-C, 

d’où 

(6)  T-r=/(x,r,*)-/K/.Ô- 

Ainsi  quand  z Çüdx  -\-Ydy  -\-7idz)  est  une  d^é- 
rentielle  exacte,  F accroissement  de  tension,  quand  on.. 
passe  cT utt  point  à un  autre,  est  indépendant  de  la  fi- 
gure du  fil,  puisqu'il  est  indépendant  de  la  relation  qui 
existe  entre  x,y  et  z. 

412.  Un  pareil  cas  se  présente  lorsque  toutes  les  forces 

X Y Z 

qui  sollicitent  le  fil  lui  sont  normales.  Puisque  — » -p»  ^ 

sont  les  cosinus  des  angles  que  la  force  fait  avec  les  axes, 
on  a'  . 

X dx  Y dy  Z di 

"p  * P S “ " 

nat 

Xdx -hYdy + Zdz  = O. 

On  a donc 

,n=zo,  doit  T=C, 
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c’est-à*dire  que  la  tension  est  constante.  Dans  ce  cas,  les 
équations  (4)  deviennent 


(7)  ■ 


I - cos  X = — X s,  '■ 

U 

< - cos  a = — • Y e , 

K -Z 

I — cos V = — Z s; 


élevant  au  carré  et  ajoutant,  on  aura 


et  comme 


il  en  résulte 


y =(X'4-Y>  + Z’),i’; 

X»+  Y’  -+-  Z>=  P', 

’■  • T = Ppe.  ■ 


(8) 


P=I. 

P* 


Comme  la  tension  est  constante,  on  voit  que  /a  force 
motrice  est  en  raison  inverse  de  rayon  de  courbure.  " 
Soient  P',  y'  les  angles  que  la  force  P fait  avec  les 
axes  : on  a - , ^ ■ 

X Y • 4 ■ • • 

X = P cos  a'  = — cos  a', 

' . P* 

' . T 

‘ Y = PcosS'= — cos  B', 

, P*  ' 

*•  Z = Pcos7'=  — cos  7'. 

. P‘ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (^),  on  a 
(g)  cosa'  = cosX,  cos^'  = cos(i,  cos7'  = cosv, 

d’où  l’on  conclut  que'la  force  P est  dirigée  suivant  le  pro- 
longement du  rayon  de  courbure  du  fil  au  point  M. 

413.  Ces  circonstances  sont  réalisées  lorsqu’un  fil  est 
tendu  sur  une  surface  S par  deux  forces  qui  le  tirent  à 
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SCS  extrémités,  car  réquilibrc  étant  supposé  exister,  la 
résistance  de  la  surface  en  ses  différents  points  équi- 
vaut à de  petites  forces  normales  à cette  surface,  et  par 
«'onséquent  au  fîl.  La  tension  du  fil  doit  donc  êirela  même 
en  tous  ses  points,  et  par  conséquent  les  forces  qui  le 
tirent  à ses  extrémités  doivent  être  égales  entre  elles  et  à 
celte  tension.  En  outre,  le  plan  osculaleur  du  fil  est  en 
chaque  point  normal  à la  surface  fixe,  d'où  il  résulte  que 
ce  jil  trace  sur  la  surface  la  ligne  la  plus  courte  entre 
'deux  quelconques  de  ses  points. 


COURBE  FORMÉE  PAR  l.F.  Fit..  ‘ , 

414.  Pour  avoir  la  courbe  formée  par  le  fil,  il  faut 
éliminer  T entre  les  équations  (i).  On  peut  à cet  effet 
commencer  par  intégrer  ces  équations,  ce  qui  donne 


X t ds , 


d.r  r. 

— T ^ = B é.ds, 

— T ^ = C -H  J Z idc, 


d’où  l’on  déduit 


dx 


Hy 


dz 


A + / X e 


r/ 


^Yidx  C-t-J'i 


Z ( d.( 


415.  Mais  si  l’on  veut  arriver  à des  équations  pure- 
ment différentielles,  on  commencera  par  éliminer  dT 
entre  les  équations  (i)  mises  sous  celle  forme  ; 

Td^  -t-  f/T  ^ -i-  X sds  — O, 

ds  tlx , 

• ^ 1 

-t- ^ 4- Y « rft  = O, 

«•  as  as 

dz  dz  * ' 

T d ^ tlT  Z t ds  ~ O \ , 

■ ■ ds  ds  ‘ 
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uii  ublient  ^in.si 


— 

, — •p 

(fs 

ds 

ds 

ds  J 

Yidt 

— 

^dz  dx 

dx  dz  \ 

ds 

\ ds 

ds 

ds 

\,s)' 

d’où 

(A)  ' 


Xf/r  — Y<!x 


us 


dyd 


djt 

ds 


\.dz  — Z^/.r  , .dx  , dz^ 

dzd  — rtjra 

ds  ax 
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On  a d’ailleurs  : . 

(c)  dT=i~i\Xilx-\-Ydy  + Zdz).  - 

On  subsiiluera  dans  relie  équation  la  valeur  de  T 
tirée  d’une  des  équations  (a),  et  l’on  aura  une  équation 
contenant  les  dillérenlielles  de  y considérée  comme  fonc- 
tion de  x jusqu’au  troisième  ordre  et  celles  de  z jusqu'au 
deuxième.  L’équation  [b)  ne  les  contient  qu’au  deuxième 
seulement.  L’intégration  de  ces  équations  introduira  donc 
cinq  constantes  arbitraires,  que  l’on  déterminera  en  ex- 
primant que  la  courbe  passe  par  deux  points  donnes  et 
qu’elle  a une  longueur  donnée. 


•t 
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TRENTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

CHAINETTE.  — COURBE  DES  PONTS  SUSPENDUS. 

Équation  dUTérentielle  de  la  chaînette.  ~ Équation  de  la  chaînette  èp 
termea  finie.  — Propriétés  de  la  chaînette.  ~ Détermination  de  la  ten- 
sion en  un  point  quelconque  de  la  chaînette.  Remarque  sur  le  centre 
de  gravité  de  cette  courbe.  — Courbe  des  ponts  suspendus.  Valeur 
^ de  la  tension.'—  Autre  méthode.  — Construction  delà  courbe. 


' ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE  DE  LA  CHAINETTE. 

4-16.  La  courbe  ABC,  formée  par  un  fil  pesant  et  ho- 


I 


mogène,  suspendu  à deux  points 
fixes  A et  C , a reçu  le  nom  dé 
chatnetle. 

Celtte  courbe  est  contenue 
dans  le  plan  vertical  passant  par 
les  points  A etC;  car  si  une  por- 
tion de  cette  courbe  était  hors 
de  ce  plan,  en  la  supposant  soli- 
difiée, et  fixant  les  points  où  elle  rencontre  le  plan,  elle 
tournerait  autour  de  la  droite  qui  joint  ces  points,  à cause 
de  la  pesanteur  de  ses  molécules.  Prenons  ce  plan  verti- 
cal pour  plan  des  xy  et  traçons  deux -axes  rectangu- 
laires Ox  et  0_y,  le  premier  horizontal  et  le  second  verti- 
cal et  dirigé  de  bas  en  haut.  Le  système  des  équations  (i), 


jï 

1e 

ü 

n°  406,  se  réduit  à 

'(■'ï 


■ rf 


= O, 


417.  On  peut  mettre  ces  équations  sous  une  forme  plus 
simple.  En  premier  lieu  on  a X = o.  Ensuite  le  fil  étant 
supposé  homogène,  si  nr  est  le  poids  de  l’unité  de  lon- 
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gu£ur,  vsrh  sera  le  poids  d'un  élément  fis.  Oii  aura  donc 
s Y ds  = rsds  et  les  deux  équations  se  réduisent  à 

418.  La  première  équation  donne  T — = const.  An- 

pelons  ush  la  tension  au  point  le  plus  bas  de  la  roiirbe,' 
tension  qui  s’exerce  borizonialement.  On  aura 

- / J’  - -r  /ds  . 

i-—=.i3h,  dou  r=CT^  — 
ds  fix  • ' 

Portant  cette  valeur  dans  la  seconde  équation,  on  a 

(2)'  .d.s  = hd^. 

dæ  -•  , 

Telle  est  X équation  différ’entielle  de  la  chatnettc.  Il 
s’agit  maintenant  de  l’inlégrer. 


ÉQUATION  DF.  LA  CHAINETTE  EN  TERMES  FINIS. 


419.  Eu  remplaçant  ds  par  rfx  1/ 1 -|- . puis  ^ 

V dx'^  fix 

par  P,  il  vient 

hdp  . 


(>) 

d’où 

(2) 


dx  = 


v/l  + /J’’ 


Il  faudrait  ajouter  une  constante;  mais  on  peut  sup- 
poser cette  constante  nulle,  si  l’on  prend  pour  txe  des  y 
la  verticale  qui  passe  par  le  point  le  plus  bas  de  la 
courbe,  sans  du  reste  fixer  l’origine’,  car,  dans  cette  hy- 
pothèse, on  doit  avoir  ar  = o pour  — = o. 

. , ‘ dx- 


3o  - COURS  DE  MÉCANIQUE. 

420.  Oii.  tire  de  l’équation  (a) 


V 


dr‘  dy,  1 


rfx’  dx  ’ 

ajoutant  et  retranchant  successivement  ces  équations  l’une 
de  l’autre,  on  a 

Cés  deux  équations  s’intégrent  immédiatement.  La  pre- 
mière donne 


(3) 


et 


la  seconde,  en  remplaçant  le  radical  4 /n-  — par  — » 
i y dx^  '■  dx 


(4)  ■'  . = *).  ■■  • 

'2  ' , 

Il  n’y  a pas  de  Constante  à ajouter  dans  ces  deux  inté- 
grales, si  1 on  prend  pour  origine  sur  la  verticale  qui 
passe  par  le  point  B,  un  point  tel  que  OB  = A,  et  si  en- 
outre  on  convient  de  compter  les  arcs  à partir  du  point  B. 


PROPRIÉTÉS  DE  LA  CHAINETTE.  ■<  • 

421 . D’après  son  équation  . 

(I)  - r = 'l{Ke~'^),  • ■ ^ • 

la  chaînette  est  symétrique  par  rapport  à l’axe  des  jr. 
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En  comparant  les  équations  diiTérontielIes  avec  celles 
qui  résultent  de  leur  intégration,  on  trouve 


(a) 


, fis 


S h 


dx 


(3) 

d’où  . , . ' 

(4) '  y'-s^  = hK 

■ fen  voici  l’interprétation  géométrique  ; 

La  première  signifie  qu’en  chaque  point  M de  la  chaî- 
. nette,  la  projection  MR  de 
l’ordonnée  de  la  courbe  sur  la 
normale  MN  est  constante  et 
égale  à h.  En  effet, 

y 

■rfr’ 


Fie.  iSg. 


MK=7COsPMK: 


v/-+ 


rfx' 


L'équation  (3)  exprime  que  la  projection  MI  de  l’or- 
donnée sur  la  tangente  MT  est  égale  à l’arc  BM,  compté  à 
partir  du  pOiut  le  plus'bas  de  la  courbe.  En  effet 


dy 

' MI  = IP  tangX  = h 

mais  ^ = y : donc. 
dx  h , 

•(5)  ' ■ m\-s.^ 

•Enfin  l’équation  (4),  conséquence  des  deux  autres, 
signifie  que  la  longueur  désignée  par  ù,  l’arc  MB  et  l’or- 
donnée y forment  un  triangle  rectangle  dont  l’ordonnée 
est  l’hypoténuse.  •' 

-422.  On  peut  obtenir  les  formules  précédentes  d’une 
manière  un  peu  différente.  Reprenons  l’équation  (418) 

(6)  ds~hd-~- 

dx 

Elle  donne  d’abord  l’équation  (3).  En  y remplaçant 

4- 


Da 


Gonns  DK  MéCANIQVE. 

I 

-)  on  a 


par  e/xy/.+g, 
d’où 


'dy^±ds  = %h 
dx  Ux 


diL 

dx 


\/; 


dx‘ 


d’où,  en  intégrant,  ’ ' 

w - = V^=4:- 

t ' 

On  verra  comme  précédemment  qu’il  n’y' a pas  de  con- 
stantes à ajouter  à ces  valeurs.  >■ 

■423.  La  courbe,  lieu  des  points  I tels  que  MI  = arc  BM, 
est  une  développante  de  la  chaînette.  La  droite  IP  est 
tangente  à cette  courbe  au  point  I,  et  la  longueur  IP  dé 
Cette  tangente  comprise  entre  le  point  I et  l’axe  des  x est 
constante  et  égale  à A.  ■ 

t t *•  ' 

■424.  Le  rayon  de  courbure  de  la  chaînette  est  égal  à 
la  normale  MN,  mais  dirigé  en  sens  contraire.  En  effet, 
l’équation 

■ / . ■ 

donne  , , . 


<0y 

dx‘‘ 


1 + 


•llL 

dx‘ 


donc,  si  P désigne  le  rayon  de  courbure. 


d^jr 

dx^ 
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Mais  l’équation 

i 

donne 

Donc  enfin  ' 

(9)  , 


df  _ y' 
' dx'  h} 


y\ 

<’=  A’ 
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■ ''•i. 

.À 

■ CV 

■'I  ‘ 


■ ■ «?;>’\/‘  + S!  = ^Xî=î.’  ■ 

donc  . ■ ' 

(10)  '•  p=MN.  • 

D’ailUurs  ce  rayén  de  courbure  est  ej»^sens  inverse  de 
la  normale  MN  : en  efiet,  on  sait  qu’il  est  toujours  dans 
la  concavité  de  la  courbe:  mais  celle-ci  tourne  sa  con- 
vexité  vers  l’axe  des  x,  puisque  son  équation  étant 

ds  = hd  -^1  et  s croissant  en  même  temps  que  x,  la  dé- 

. . , d'  y ' . . 

rivee  seconde  — est  toujours  positive. 


DE  LA.  TENSION  EN  VN  POINT  DE  LA  CHAINETTE. 

425.  On  a vu  (418)  que  T = cr/i^5  donc,  puisque 


dx 

» ï ds  a 

r = n T-  » on  a 

dx  • ' • _ ' , 

(l)  t = ii/. 

Ainsi  la  tension  de  la  chatnetté  en  chaque  point  est 
proportionnelle  à l'ordonnée  de  ce  point.  Au  point  le 
plus  bas,  pour  lequel  = h,  on  trouve  T = ij/i,  comme 
on  devait  s’y  attendre. 

■ 426.  On  peut  encore  obtenir  la  tension  au  moyen  de 
la  l'oi'uiulc  Renéiale' 

' >n=^—i{Xdx  y- Ydy+Zdz). 
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Ici  on  a 


COtnS  DE  MÉCANIQUE. 


donc 

d’où 


X=o,  Z = o,  sY  = n; 


rfT  = 

J* 

T = tsj. 


On  n’ajoùte  pas  de  cehstante,  parce  que  l’on  doit  avoir 
T = tj/i  pour  A.  /■  . . ’ 


CONSTRUCTION  DE  LA  CHAInETTE. 


427.  Menons  (_/îg.  1Î9,  p.  5i)  la  verticale  CE  et  les 
horizontales  AE  et  CG  qui  'rencontreni  l’axe  des  en  D 
et  G.  Posons 

' At  = a,  CE  = 6,  ABC  — /; 

I AD  = ^,  DE  = ii',  OB  = ^,  BD=/. 


a et  h sont  «onnues,  et  il  s’agit  de  déterminer  h,  /d,  h 

et/-  • 

On  a d’abord  une  première  relation  en  exprimant  que 
la  somme  des  arcs  BA  et  BC  est  égale  à l.  Or  de 


on  tire 


BA: 


a ' X . ' 

/ A _ A\  > V ^ 

*/,  BC  = c*— 


par  conséquent 

/ i *'  _ \ 

(,)  * j. 


On  a une  autre  équation  en  calculant  les  ordonnées  des 
points  A et  C et  égalant  leur  différence  à b i 
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On  peut  remplacer  ces  deux  équations  par  les  deux  sui- 
vantes : 


/— 6 = A (/  — 


(3) 


qui , multipliées  membre  à membre  et  observant  que  * 
k -hV  — a,  donneut 


d’où 

(4) 


r-b'  = h^{j^+é  ^-2)’  . 


\/n—b^=:h{e'^  — e ’*)'  ' ■ 

428.  Cette  équation  ne  contient  que  la  seule  incon- 
nue h.  Pour  la  résoudre,  posons  ~=.6,  — b*  = an, 

d’où 


29  ~ ’ 

et  en  développant  le  numérateur  en  série, 
9’  9* 


1.2.3^ '1.2. 3. 4. 5 
Observons  que  l’on  a « ]>  i , car 

\/ÂC-b 


= /I  I . 


> 


or  pour  6-=  O le  premier  membre  de  l’équation  (5)  est 
nul,  et  il  est  infini  pour  6 = 00  . D’ailleurs  il  croit  avec  9 
d’une  manière  continue.  11  existe  donc  toujours  une 
valeur  de  6,  et  une' seule,  qui  rend  le  premier  membre 
égal  à n — i. 

429.  Si  l est  peu  supérieur  à la  corde  AC,  n — i et 
par  suite  9 est  une  quantité  très-petite.  On  peut  donc, 
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avec  une  grande  approximation,  poser 


6* 

6 


d’où 


’e  = V^b(/J  — i)  = , 

on  aura  ensuite  h au  moyen  de  la  formule  h = 
430.  L’équation 

/+i=A(J-r^)’ 

à cause  de  A A'=  a , devient 

/-f-é  = a(i  — e*)e*’  ' 

d’où  l’on  tirera  k.  Enfin  on  aura  A'  par  l’équation 
' k'=za  — k. 


et  l’on  obtiendra  la  quatrième  inconnue/  au  moyen  de 
l’équation  évidente  ‘ 

k+/=^{eKc~^)- 

131.  Si  les  deux  points  A et  € sont  à la  même  hau- 
teur, un  a ù = o’etles  formules  se  simplifient.  On  a alors 

A = A'=  puisque  la  courbe  est  symétrique  par  rap- 

V.  •*  . 

port  à Bjr. 

/ < ■ ! 

REMARQUE  SUR  LE  CENTRE  DE  GRAVITÉ  DE  LA  CHAÎNETTE. 

1 

' 432.  Le  calcul  des  variations  apprend  que  de  toutes  les 
courbes  d’une  longueur  donnée,  tracées  sur  un  plan 
enti*e  deux  points  donnés  et  qui  tournent  autour  d’un 


Digitized  by  Google 


THtSTE-DEtlXlÈME  LEÇON.  5^ 

axe  silué  daps  ce  plan,  la  chaînelte  est  celle  tjui  engen- 
dre l’aire  niinimunt.  Il  résulte  de  là  que,  de  toutes  les 
courbes  qui  remplissent  les  mêmes  conditions,’ la  chai- 
nette  est  celle  dont  le  centre  de  gravité  est  le  plus  voisin 
de  cet  axe,  ou  le  plus  bas  si  celui-ci  est  horizontal  ; car 
la  surface  engendrée  ayant  pour  mesure,  d’après  le  théo- 
rème de  Guldin,  la  longueur  de  l’arc  multipliée  par  la 
circonférence  que  décrit  le  centre' de  gravité  de  cet  arc, 
on  voit  que  celle  circonférence  sera  la  plus  petite  possible 
dans  le  cas  de  la  surface  de  révolution  minimum.  , 

■ X ^ ■ . . t 

courbe' DES  PONTS  SUSPENDUS.  ‘ , - 


433.  Soit  un  lil  homogène  ABC,  suspendu  à deux 
point  fixes  A et  C,  et  dont  les 
éléments  sont  sollicités  par  des 
forces  verticales  proportion- 
nelles aux  projections  de  ces 
éléments  sur  une  horizontale 
Hîc.  La  courbe  affectée  par  ce 
fil  est  celle  que  formé  la  chaine  d’un  pont  suspendu 
lorsqu’on  néglige  le  poids  de  la  ehaîne  elle-même. 

Il  est  clair  d’abord  que  la  courbe  formée  par  cette 
chaîne  est  dans  le  plan  vertical  mené  par  AC.  Traçons 
da*ns  ce  plan  deux  axes,  Lun  vertical,  l'autre  horizontal: 
En  appelant  T la  tension  au  point  M , et  n la  force 
totale  qui  sollicite  une  portion  de  la  chaine  dont  la 
projection  horizontale  est  égale  à l’unité  de  longueur, 
on  a par  les  formules  générales  (4üti) 

Si  l’on  appelle  éjA  la  tension  de  la  courbe  en  son. point 
le  plus  bas,  on  a,  en  intégrant  la  première  équation, 
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On  voit  déjà  que  la  composante  horizontale  de  la  tension 
est  constante.  PorUnt  cette  valeur  de  T dans  la  seconde 
équation;  on  aura 

hd^  = d., 

dx 

d’où 


Il  n’y  a pas  de  constante  à ajouter^  si  l’on  convient  de  ' 
prendre  pour  origine  le  point  le  plus  bas  de  la  courbe, 

car  alors  on  doit  avoir  — ^ pour  a:  = o.  En  intégrant . 

cette  équation,  l’on  a 

(4)  * l.hyz=.3c‘. 


On  n’ajoute  pas  de  constante,  parce  qu’on ‘.doit  avoir 
simultanément  X = O,  O. 

On  voit  que  la  courbe  est  une  parabole  dont  Taxe  est  ■ 
vertical  et  dont  le  sommet  est  au  point  B. 


VALEUR  DE  LA  TEMSION. 


• • 

434.  La  tension  T se  détermine  au  moyen  de  la  re- 
lation  ( i) 

. dt 


T = zsh 


dx 


L équation  (4)  donne  — = ^ , et  par  consé- 
quent * 

(5)  T = CT 

Ainsi  la  tension,  égale  à esh  pour  x = o,  augmente 
avecx.  , , . 
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AUTRE  MANIÈRE  d’oBTENIR  LES  RÉSULTATS  PRÉCÉDENTS. 


<435.  On  peut  arriver  sans  intégration  aux  résultats 
précédents.  Soit  ACB  la  courbe  cberchée.  Prenons  pour 
Fig.  i/,i.  . axes  la  tangente  Bx  au  point 

le  plus  bas  et  la  droite  Bjr 
perpendiculaire  à Bjt. 

Soient  M un  point  quel- 
conque de  la  courbe,  T la 
tension  en  ce  point,  H la  ten-. 
sion  au  point  B.  En  supposant 
la  partie  BM  solidifiée,  il  doit  y avoir  équilibre  entre  T,  H 
et  toutes  les  forces  qui  sollicitent  les  éléments  Compris 
entre  les  points  R et  M.  Ces  dernières  ont  une  résultante  Q 
dont  la  direction  rencontre  BP  en  son  milieu  I.  En  effet, 
si  l’on  partage  l’arc  BM  en  un  très-grand  nombre 
d’éléments  ayant  des  projections  égales , la  force  qui 
sollicite  chaque  élément  pourra  être  considérée  comme 
ayant  son  point  d’application  au  milieu  de  la  projection 
correspondante.  Leur  résultante  Q doit  donc  passer  par 
le  milieu  I de  BP.  Cette  force  devant  foire  équilibre 
aux  tensions  H et  T,  il  faut  que  la  tangente  MT  prolon- 
gée passe  au  point  I.  En  outre  les  trois  forces  H,  T,  Q 
se  faisant  équilibre,  on  doit  avoir 

5.  — î£  ■ 

Q ~Îk’ 

Or  la  force  Q étant  promotionnelle  à x,  on  peut  poser 

Q = üx,  ^ 

en  désignant  par  a la  force  totale  qui  tire  une  portion  de 
la  corde  dont  la  projection  est  égale  à l’unité.  Soit  aussi 

commepré('édemmentcrA  = H : comme IP=^»  IK=j', 
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la  proportion  précédente  peut  s'écrire 


EJ  /<  2 

ETX  y 


d’où 


- zhy=zx‘: 

la  courbe  est  donc  une  parabole. 

•436.  On  obtiendrait,  d’une  manière  analogue,  la  .ten- 
sion au  point  M.  On  a,  en  effet, 


ï _ IM 
H ~ IP  ’ 


ou 


d’où 


T /x’  x’ 

^ “ V 4 ^ 4-^’  ' 

T = EJ  A’  x’. 


X 
~ » 
2 . 


. CONSTRUCTION  DE  LA  COURBE  d’ APRÈS  LES  DONNÉES.' 

-437.  Menons  [Jig.  i4tj  P*  ^9)  horizontales  AË, 
CG  et  la  verticale  CE.  Les  quantités  connues  sont 

AE=.n,  CF.  = é,  4BC  = /; 

Celles  que  l’on  cherche  sont 

'.  ’•  BD=/,  AD  = /,  DE  = *' 

et  la  tension  h.  '■  ] ’ 

DeTéquation  de  la  courbe 

ihy  = x' 

on  déduit  immédiatement 

ihf=k\  2/j  (/-«.)  = >('% 

d’où 

j.hb  = k^—  k'^  = {k  + k'){k  — k')  = a{k  — k'), 
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à cause  de  Ar  4-  A:'  = a.  On  a donc 


■ 6i 


d’où 


. 2/lfc 

A'  — k — ) k -f~  k — tï, 

U . 


, « AA  a hh 

A=-h , A'=- 

2 -a  2 a 


438.  11  faut  maintenant  exprimer  que  la  longueur  de 
la  courbe  ACB  est  égale  à A.  Or  on  a 


ds  = dxi  f I H — ^ =r  .7  rfjr  J 4-  x’> 
y </a;’  A 


d’où  l’on  tire  facilement- 


= ^V^A^  + a:’-t-^l^j;4  y^A’  -<-  *’)  — ^ 1 A , 


en  déterminant  la  constante  par  la  condition  que  l'on 
ait  s = 0 pour  ,r  = b. 

En  faisant  tour  à tour  dans  cette  formule  x = k,  x = k' 
et  ajoutant  les  résultats , on  aura 

2A/=r  AVA’4-A>  4- A'  v/A»4-A'’  A*  1 (a- 4- y/A’-)- A>)  , 

4-A>1(A'  4-V^A»+  A'>)—  2AMA.‘ 

• 

. Les  valeurs  de  k et  de  k'  étant  substituées,  on  aura  une 
équation  transcendante  ^’une  forme  très- compliquée. 
Cette  équation  se  simplifle,  quand. les  points  A et  C sont 

à la  môme  hauteur  : alors  b = o,  k = k'  =-  et  l’on  a 


, '.Al-  J/d-h  k' 

hl  =z  k v'A'  -h  A>  4 A^  1 - 
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la  proportion  précédente  peut  s'écrire 


a A 2 

ox  jr 


d’où 


. . ■ zhy  = x’  : 

la  courbe  est  donc  une  parabole. 

i36.  On  obtiendrait,  d’une  manière  analogue,  la -ten- 
sion au  point  M.  On  a,  en  etTet, 


T _ m 
.H  ” IP  ’ 


OU 

T /x*  .r'  ^ X 

d’où 

Tsh  y 4 4^/’  * a 

T = «J  A’  -H 

, CONSTKDCTIOM  DE  LA  COCRBE  d’apRÈS  LES  DOHKÉES.' 

•437.  Menons  (Jig.  14 1,  p.  Sp)  les  horizontales  AE, 
CG  et  la  verticale  CE.  Les  quantités  connues  sont 

AE=.rt,  Cf,  = b,  4BC  = /j 

Celles  que  l’on  cherche  sont 

. *•  BD=/,  AD  = X,  DE  = *' 

et  la  tension  h.  ) 

De  l’équation  de  la  courbe 

ihy  = x'‘ 

on  déduit  immédiatement  ^ ' 

, -xh/^h^,  7,h[f — 6)  = /‘% 

d’où 

xhb  — k‘—  k'^z={k  k'){h  — k')  = a{k  — k'). 
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à cause  de  /r  -+-  A'  = a.  On  a donc 


• 6i 


d’où 


A'  — k — ” > k -J—  k zzz  flj 

a 


, a bh  O hh 

A A'=- 

2,  .a  la 


438.  Il  faut  maintenant  exprimer  que  la  longueur  dé 
la  courbe  ACB  est  égale  à /.  Or  ou  a 


• ds  = dx\f  I -H  ^ = \ dx  J A’-f-  ar'i 

V ■ dx’  h 

d’où  l’on  tire  facilement- 

i 

• s = J h‘  -k-  x'  + — U.X  + J h'  -h  x')  — -l/‘, 

2 A ’ 2 ' , 2 

en  déterminant  la  constante  par  la  condition  que  l'on 
ait  s = O pour  x = b. 

En  faisant  tour  à tour  dans  cette  formule  x — k,  x = k' 
et  ajoutant  les  résultats , on  aura 

'*  iht=:k^ld-\-k^  +k'  \Jh'-\-k''  -1- A*1(A  -|- v^A’-t-A>) 

-+-A’1(A' 2AMA.  •• 

• 

. Les  valeurs  de  k et  de  k'  étant  substituées,  on  aura  une 
équation  transcendante  d’une  forme  très- compliquée. 
Cette  équation  se  simplifie,  quand. les  poiqts  A et  C sont 

à la  môme  hauteur  : alors  b = o,  Ar  A'=  - et  l’on  a 

/ 2 


A/=  aVÂ^>  -h  AM 
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PBINCIPE  DES  VITESSES  .VIRTUELLES. 

Définition  de  la  vitesse  virtuelle.  Définition  du  moment  virtuel.  — 
Énoncé  général  du  principe  des  vitesses  virtuelles.  ^ Démonstration 
de  ce  principe  dans  le  cas  d'un  point  matériel,  — de  deux  points  maté- 
riels dont  la  distance  est  invariable,  — dans  le  cas  général  d*un  système 
à liaisons  complètes.  ^ « 


DÉFINITION  DE  LA  VITESSE  VltlTUELLE. 

439.  Soient  A,  A',  A", . . .*  des  points  matériels  quel- 
conques soumis  à de  certaines  conditions,  comme  d’ètre 
assujettis  à rester  sur  des  courbes  ou  des  surfaces  données 
ou  à se  trouver  à des  distances  invariables  les  uns  des 
autres. 

Supposons  tout  le  système  transporté  de  la  position 
qu’il  occupe  dans  une  position  infiniment  voisine  qui 
satisfasse  à toutes  les  conditions  données.  On  appelle 
vitesse  virtuelle  ou  déplacement  virtuel  de  l’un  quel- 
conque de  ces  points  la  droite  infiniment  petite  A a qui 
joint  sa  première  position  à la  seconde.  Le  mol  virtuel 
indique  que  le  mouvement  attribué  au  système  est  seule- 
ment possible,  mais  il  n'a  pas  réellement  lieu,  et  l’on  n’a 
pas  à considérer  les  forces  qui  seraient  capables  d’opé- 
rer ce  mouvement. 

DÉFIHITION  DU  MO.MEMT  VIRTUEL. 

440.  Supposons  maintenant  qu'on  applique  aux  points 
matériels  A,  A',  A", . . . des  forces  t*,  P',  P", ...  et  dési- 
gnons par  P, p", . . . les  projections  des  déplacements 
virtuels  A<7,  A' a',...,  sur  les  directions  de  ces  forces. 
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Si  AC  = ^ est  l’une  de  ces  projections,  ou  convient 
de  regarder  p comme  positive  ou  négative,  selon  qu’elle 

est  dirigée  à partir  du  point 
A dans  le  même  sens  que 
la  force  P ou  en  sens  con- 
traire, ou,  ce  qui  revient 
au  même,  selon  que  l’angle 
PA  a formé  par  la  direc- 
tion de  la  force  avec  celle 
du  déplacement  est  aigu  ou  obtus.  On  appelle  moment 
virtuel  de  la  force  P le  produit  de  la  valeur  absolue  de 
cette  force  par  la  projection  p du  déplacement  virtuel 
A a.  de  son  point  dl application.  Le  moment  virtuel  Vp 
a donc  le  même  signe  que  p.  Il  est  nul  si  la  droite  Aa 
est  perpendiculaire  à la  direction  de  la  force  P. 

A4! . On  peut  donner  une  autre  forme  à ce  moment. 
On  a 


P/>=  P X Afl  X cos PAa  = PcosPAa  X Aa; 

mais  si  l’on  désigne  par  T la  composante  de  la  force  P 
suivant  le  déplacement  Aa,  on  a T = P cos  PAa  ; donc 


P/j  = T X Aa. 

• 

Ainsi  le  moment  virtuel  est  égal  au  produit  du  dé- 
placement virtuel  multiplié  par  la  composante  de  la 
force  suivant  la  direction  du  déplacement. 

On  voit  que  le  moment  virtuel  d’une" force  et  la  quan- 
tité de  travail  élémentaire  ont  la  même  expression;  mais 
la  première  quantité  ne  suppose  aucun  mouvement  du 
système  dû  aux  forces  qui  le  sollicitent  actuellement. 


ÉNONCÉ  DU  'PRINCIEE  DES  VITESSES  VIRTUELLES. 

442.  Si  des  forces  en  nombre  quelconque  se  font  équi- 
libre sur  un  système  de  points  matériels  assujettis  à des 
conditions  données,  la  sbmme  des  moments  virtuels  est 


« 
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nulle  poar  tout  déplacement  virtuel  compatible  avec 
les  conditions  données,  et  réciproquemenl,  il  y aura 
équilibre  si  la  somme  des  moments  virtuels'  est  nulle 
pour  tous  les  mouvements  possibles  du  système. 

Ainsi  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'équi- 
libre est  que  l’on  ait  . , 

P^-t-Py-|-P>"-4-:..  = O. 

Nous  démontrerons  d’abord  ce  principe  pour  le  cas  d’un 
point  unique  et  pour  celui  de  deux  points  liés  par  une 
droite  de  longueur  invariable. 

ÉQUILIBRE  D UN  POINT  MATÉRIEL. 


A43.  Soit  R la  résultante  d’un  nombre  quelconque  de 
forces  P,  P',  P', .. . appliquées  à un  môme  point  A et 
soit  Ka  une  droite  quelconque 
finie  ou  infiniment  petite  menée 
\p-  / / ” • P®*'  J®  point  A.  Appelons  r,  p, 

\ j p' ■>  p"i  • • • les  projections  de  Aa 

^ sur  R,  P,  P',  P", ...  ; ces  quan~ 
tités  étant  affectées  de  signes 
d’après  les  conventions  faites  plus  haut,  je  dis  que.  le 
moment  virtuel  de  la  résultante  est  égal  à la  somme 
des  moments  virtuels  des  composantes. 

En  effet,  si  X , a,  a',  désignent  les  angles  que  les 

forces  R,  P,  P', . . . font  avec  Aa,  on  a 

R cosX  = Fcosa-(-  P'  cos  a'  -t-  P"  cos  a"  -y. . . . 


Soit  Aa  = (7,  on  aura 

R . T cos  ^ = P . 0-  cüs  a -f-  P' . iT  cos  a'  -f-  P" . d cos  a"  . . . ; 
mais 

<r  cos  \ = r,  7 cos  a.  = p,  a cosæ'  - - p'  ; 
donc  on  aura 

* Rr=Pp  -hP'p'  + P"p"  -h 


11  résulte  de  là  que  si  les  forces  P,  P',  P"  se  font 
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équilibre  et  si  le  point  A e.sl  libre  dans  l’espace,  oii  aura 
pour  tout  (léplaceinrnt  du  jioint  A,  puist|U(!  R = o, 
Py^-4-Py+P"//'  + ...  = o, 

ce  qui  démontre  le  principe  des  vitesses  virtuelles  dans  le 
cas  particulier  d’un  .seul  point  matériel  entièrement  libre 
dans  l’espace. 

d45.  Ce  principe  se  vérifie  aussi  facilement  quand  le 
point  A est  assujetti  à demeurer  sur  une  surface  donnée 
S.  Tout  déplacement  infiniment 
petit  An  Je  ee  point  s'effectue 
alors  dans  le  plan  tangent  à la 
surface.  Il  en  résulte  ([ue  pour 
l’équilibre  du  point  A il  faut  et 
y J il  suffit  que  la  résultante  R soit 

^ normale  à la  surface,  et  qu’on 

. ail  par  conséquent  ;•  ou  R r = o,  ou 

Vp  H-  P'/j'  -t-  p" . . — p. 

Même  démonstration  si  le  point  A était  assujetti  à se 
trouver  sur  une  coui'be  donnée.  • 


Fie  'i'i- 
|r" 


ÉQUILimiP.  nF.  UEliX  POINTS  MATÉRIELS  UNIS  PAR  UNE 
nSOITE  RIOmK. 

Hf).  A'  l on  api)liqtie  aux  extrrmilcs  fl’ une  droite 
Fig.  i.'|5.  rigide  et.  inflexible  A R .deux 

foTce-t  égale.f  et  contraires  diri- 
gées suiuaiit  cette  droite,  leurs 
moments  virtuels  seront  égaux 
et  de  signes  contraires. 

jSupp'osonsqne  le  mouvement 
virtuel  amène  AR  en  ab  ; me- 
nons la  droite  AF  parallèle  et 
égale  à nft , La  figure  AF  ha  étant 
un  parallélogrstnmtS  F'*  projec- 
et  de  F/>  sont  égales  et  dirigées 

II.  ■ . a 
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dans  le  même  .sens,  en  allaiil  de  A vers  C,  puis  de  H 
vers  I).  Or  il  suffit  évidemment  de  faire  voir  que  le  rap- 
port des  projections  AC  = q , BD  = , tend  vers  l’unité, 

lorsque  les  points  a et  i se  rapprochent  de  A et  de  B,  eu 
SC  mouvant  sur  des  courbes  quelconques  AL  et  BM,  et 
qu’en  outre  ces  deux  projections,  en  devenant  infiniment 
petites,  sont  dirigées  dans  le  même  sens,  l’unede  A versG, 
l’autre  de  B vers 'D. 

; Maintenant  on  a 


HB 

HD 


5? 

BF 


H 

HD 


HB 

BF 


BF 
AC  ’ 


mais  dans  h?  cercle  décrit  du  point  A comme  centre,  avec 
AB  comme  rayon,  et  qui  passe  par  le  poiirt  F,  on  a 


BF  =BH.5tAB; 


par  conséquent 


Donc 


BH 

BF 


BF 

5.AB‘ 


BH 

• nm  = 


BF 


D’un  autre  côté  lim 


BF 


n’est  pas  infinie,  h moins  que 

Aa  ne  soit  perpendiculaire  à AB.  En  effet,  BF  et  AC 
.sont  deux  grandeurs  indépendantes,  l’une  de  l’autre, 
puisque  pour  transporter  AB  en  ab,  on  peut  d’abord  faire 
tourner  cette  droite  autourdu  point  A,  puis  la  transpor- 
ter parallèlement  à elle-même  en  ab.  On  conçoit  alors" 
que  le  rapport  des  droites  BF  et  AC  doit  tendre  en  géné- 
ral vers  une  limite  finie  qui  dépend  de  la  nature  des 
courbes  AL  et  BM. 

HB 

Le  rapport  — a donc  pour  limite  o.  Il  s’ensuit  que 

le  rapport  ' ' 

BD BC ly, 

HD  ~ ÂC  ~ 7 
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tend  verfe  runilé  et  que  HD  est  dirigé  dans  le  sens  HI) 
ou  AC.  Ainsi  IcS  J)rojoc|jioîis  infiniment  petites <y,'  et  q éont 
Inégales  et  dirigées  dajis  le  même  sens.  D’ailleurs  les  forces 
Q et  Qi  sdnx  égales  elVontraiiSes.  Donc  leurs  moments* 
sont  égaux  e^dc  signes  oontraires,  et  l’on  a ^ * 

Q'/h-Qi?.  =?■«.■  . 

447.  La  même  chose  peut  se  démontrer  par  le  .calcuj. 
^Soient  X,  y,  z\  x' ^y'' z' , les  coordonnées  rectangu- * 
laires  des  points  A et  B.  Ces  points  peuvent  être  regardés  ■ 
comme  assujettis  à se  mouvoir  le  long  de  deux  ctturbes 
arbitraires  AL  et  BM,  a’vec  la  rondition  que  l’on,  au  tou-  , 
jours  » 

(x'— — .r)’+(z'  — = 

l désignant  la  longueur  de  AB.’On  aura  donc,  puisepe  / 
est  une  constaitte,  • < ' - ■ 


f . 


— X , , ■ y — y , 
dx  -(-  •'  : dy  ■ 


■ dz'. 


! ■ , '/  l 

* * • • •*. 

Soient  ds  ==  Aa,  ds'  = Bè  les  éléments  des  dourbes  AL, 
BM /?orrespon^'nt*à  une  j>osition  infiniment  voisine  de  . 
la  droite  AB.  La  rejation  précédente  peut  sc  mettre  • 
sous  la  forme  . * . _ ‘ t • 

*-  * < • * ■ * 

* , /jZ — dx  y' — .Y  dy  z' — z dz\  ‘ 

V i ds  l • ds  f ds) 

• - * . . 

; /x'" — X dx'  y' — ■>  dy'  z' • — z dz’\ 

• " ’ \7^  ~T  d?)' 


mais  on  a 


cos  BAa  = 


■ X dx  *•  y'  — y dy  z'  — z dz  •' 
-h  ' — -, — I- ; T > 


l.  • df 


ds 


l ds 


• * x'  — X , y— y dy  2'—  3 dz'  , 

cos  IB  ti  = — ■H — • — r~  -T7  "t*  — -, — -y-,t 

s l as 


l 


/ . ds' 
s 


pourvu  que  rff  et  <£(' soient  positifs,  éondition  qui  .peut 

. ’ ’ ' 5. 

* ■ • ■ 

i Y ' 


• . 
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toujours  être  remplie  en  prenant  convenablemeiit  les  ori- 


gines <le  CCS  a’rcs.  On  a dom- 


ds  coS  BA  a = ds'  ços  Bî  h 


, ' . • n = ?■; 

* 

"d’ailleurs  tes  forets  Q et  Q,  sont  égales  et  de  sens  con- 

• traires  ; donc  la  somme  de  leurs  .moments  virtuels  est 

ntillc.'  ■ • . • 

* • * % 

DÉMOI^'STRATtON  DU  J>l\I^ClPE  UES  VITESSES  VIRTUELLES 
» • * 

DANS  LE  CAS  D UN  SYSTEME  A -LIAISONS  COMPLETES. 

^ 448.  Soient  A (.r,j,  z),  A'  z')\  A"(.i^',y',z"),... 

un  nombi’cVjuclconqne.  n de  points  assujettis  à des  condi-* 

t'i|î-  i/|G.  . • tions  données.  Ces  condi- 

/“'*  ^ tions  seront* ordinairement 

exprimées  par  un  certain 

' uombre  d’équations  entre 

^ i/v  coordonnées  de  ces 

1 points.  I-e.  nombre  des 

^ X * équations"  doit'  d’ailleurs 

^ -7-  être  moindre  que  3«,.  sans 

• / ^ quoi  chaque  point  aurait 

■ /»,  une  position  fixe  ét  restc- 

"rail'en  repos  quelles  que  fusseAt  les  forces  appliquées  au 

système;  mais  il  peut  èiréégal’a  3«  — i.  Dans  ce  cas, 

où  le  Système  éstdit  à liçîsons  complètes]  tous  les  points 

sonl"  assujettis  à demeuréi“s«r  des  courbes .doniîées  AL, 

A'iy,  . . et  le  déplacement  de  l’un 'des  poiitts  entraîne 

celui,  de  tous  les  aqtreâ.  En  effet»  en*,  éliminant  ,x', 

j',,  z',.x",  y",  z",  etc.,  011  tjiera  des  écjuations  données 

les  valeurs  de  i;  et  de  z eis  fonction  de  a*,  savoir  : ' 

• * * 

' . 0'=^  .?{•*)>  ' ==  •- 

et  ces  équations  repj  ésentei;ontiftiqcourbc'AI.,sur  laquelle 
lé  point  A {x,  J.  z)  sera-obligé  de  demeiirer.  On  verra 


P P“J  > 

''•d' 


tîoogle 


T 


.TRENTE-TIVOISIÈME  LEÇON.*  6y 

* de  la  même  minière  que  les  autres  points  ne  peuvent 

se  moùvo'ir  que  isur  des  courbes  déterminées.  En  outre,  * 
toutes  les  variables  moins  une,  x,  pouvant  s’exprimer  en 
fonction  de  cel^-ci,  quand  on  connaîtra  la  position  de 
l’un  des  points,  A par"' exemple,  celles  de  tous  les  au- 
tres seront  déterminées  t les  déplacements  inflniiit^cnt 
petit/  qu’on  pey-t  faire  sul}ir  aux  points  du  système  ont' 
donc  &vec  l’un  ^’eu«  des  relations  qui  résultent  des 
3n  — I équations  données..  . ^ 

* 449.  Chaque  point  peut  se  mefuvoir  suc  la  courbe  dans  ' ■ 
deux  sens  contraires,  ce  qui.  donne  lieu  à deux  moments 

' virtuels  égaux  et  de  signes,  contraires.  C’est  d’ai)leurs  ce  ■ _ 

qu’on  peut  voie  par  le  calcul.  Soit  * ' 

• ♦ 

une  des  3/i  — i équalions  de  condition.  On  peut  la  dilfé- 
çentier  en  y regardant  une  seule  des  variables  comme 'in- 
dépendante, ce  qui  donne 

• c(f  ^ df  tlf  - , ^ • 

— — Sæ  ^ — — By  H — --  -f-  Bx  -f*  . . . — O. 

dx  dy  ^ dz  dx 

* . • ■ . ‘ 
Ou  aurait  en  tout  3 Ai — i équations  semblables.  Or  si 

elles  sont  satisfaites  par  de  certaines  valeurs  de  dx,  ây, 

âz,  dx!,  elles  le  .sorff,  évidemment  aussi  par  les 

mêmes  valeurs  prises . avec  ^des  signes  contraires,  d'oii 

résulte  pour  châqufe  point  deux  déplacements  égaux  et» 

dirigés  en  sens  contraires.'  ^ ^ • 

450.  Supposons  qu’on  applique'*  aux  points  A,  A\ 
A",  . . . , des  forces  P,  P',  P", . . . , telles,  qu’il  y ait  équi- 
libre.. Nous  pouvonls  ne  considérer  qu’une  seule  force  en 

^ chaque  points  puisque,  s’il  y. en  avait  plusieurs,  la  somnic 
de  le^rs  momejits  virtuels  serait  égale  au  moment  vir- 
tuel de  leur  résultante.  Prenons  sur  une  surlatJe  quel- 
conque., un  point  H qui  soit  lié  avec  les  points  A et  A'  |>ar 
deux  droifes  rigides  AU,  A'U,  mobiles  .autour  dp  point 
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B.  Àp|)H([UOns  en  ^ cl  B,suiva’iit  AB,deut  (brces-Q,  — Q * 
égales  et  contraires,  puis  en  A'^et  B,  suivant  X'B,  deux 
’ Ibrces  Q',  Q'  égales  et  eontçair'es.  L’éiat  du  système  ne 
•seri»  pas  changé. 

• » (Quand  le  point  B se  'déplactf  infiniment  peu,  il  est 
obligé  de  se  rtujuvoir -sur  use  courbe  déterminée,  "car 
il  âoit  être-  sur  une  surface  donnée  et^rps.ter  à dfei  dis- 
tances également  données  des  points  A.et  A'.  Cel5  posé, 
appelons  toujours  p,  p',  p",  , . les  projections  positi- 
« ves  oii  négatives  des  vitesses  virtuelles  des  points  d’upph- 
cation , A,A', ’A",  etc.’  Désignons  par  Qq  le  moment 
virtuel  .de  la  force  Q 'appliquée  au'  point  A,  et  paé 
Q!-q'  celui  de  la  fijrce  Q'  appliquée  4u  point  A'.  L’in- 
tensité .dp  Q'  étant  arbitraire,  on  peut  en  disposer  de 
manière  que  les  fort-es  P'  et  Q'  appliquées  au  point  A 
tiennerft  ce  point  en  équilibre  sur  la  courbe  A'D.  Il  est 
nécessaire  et  suffisant,  pour  cela^  que  la  somme  d(î 
leurs  moments  virtuels  soit  nulle *(446)  ou  que  l’on  ait  * 

* ’ p''//+Q'y'=o‘.’  . 

, • 

Ou  peut  alors  supprimer  P'  et  Q'  appliquées  en  A'.  On 
peiit  aiissi  disposer  de  l’intensité  delà  force  Q,  âe  sorte 
<^ue  les  deux  forcés. — Q7“Q^  ^iênuent  le  point  B en  ’ 
équilibré  sur  la  courbe  loù  H 'est  obligé  de  demeurer,  ce 
(jm  exige,  puisque  les  moments  virtuels  de  ces  deux  for- 
I ces  sont,  d’après  le  lemme  précédeiitt.  — Qq  et  — Q'<7^  * 

que  l’oq  ait  . ' ’ . ' 

• * ■ •Qf^QY=.o;  ' . ' 

de  là  et  de  l’équation  précédente  on  déduit 

• . PV- 

■ Ainsi  l’état  du  système  ne  sera  pas  cha^ngé  si  l’on  snp-  ' 
prime  la  force  P'  appTitjut-e  Su  point  A'’,  .pourvu  que  Pou  ^ *■ 
appli([ue  au  p.oint  A ■ûnoforce'Q  dont  le  moment  virtiud 
soit  égal  à celui  ^dc  la  force  P'i  . ■ ’ • 
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On  pourra  de  même  supprimer  les  forces  appliquées 
aux  autres  points  A",  A'",...,  pourvu  qu’on  applique 
au  point  A des  forces  dont  les  moments  soient  égaux  à 
Py,  V'"p'\  etc. 

On  ii’aura  donc  plus  que  des  forces  appli^ées  au  point 
A,  Donp,  pour  que  le  système  soit  en  équilibre,'  il  faut  et 
il  suffit  que' ces  forces  se  fassent  équilibre  et  par  consé- 
quent que  la  somme  de  leurs  moments  soit  nulle.  On  aura 
donc 


F‘b-  '4/- 


Vp  ■+■  Vp'  V"p"  -f. . = O.  ' 

, - . ■ t ‘ . 

4SI.  S’il  n’y  a pas  équilibre,  les  forces  appliquées  au 
point  A donneront  une  résultante  R qui  ne  sera  ni  nulle  ni 
normale  à la  çourbe  A a et  qui 
par'conséquent  aura  uii  moment 
virtuel  Rr  plus  grand  ou  plûs 
petit  que  zéro,'  splon  qu’elle 
tendra  à faire  mouvoir  le  ppint 
A dans  le  sens  A a ou  dans  le 
sens  contraire,  c’est-à-dire  se- 
lon qu’elle  fera  avec  A a un  angle  aigu  ou  un  angle  obtus. 
Or  ' 


R r = P/? -t- 2 P;»  ; 

donc  selon  que  la  somme  SPp  sera  positive  ou  négative,  , 
les  forces  tendent  à mouvoir  le  système  dans  le  sens  Aa 
ou  dans  le  sens  contraire.  Et  si  le  mouvement  A n esi 
em|)êclié,  il  faut  et  il  suffit,  pour  qu’il  y ait  équilibre, 
que  Z Vp  soit  juille  ou  négative. 


« 


Digilized  by  Google 


COURS  DE  MÉCANIf,UE. 


TRENTE-QUATRIÈME  LEÇON. 

SniTE  Dl'  HU.NCIPK  UES  VITESSES  VIRTUELLES. 

> , * 

[leiiiunstratioii  du  principe  daiiH  le  cas  d'uii  système  à liaisons  iiu'uin- 
plètcs.  — Cas  où  les  liaisons  sont  exprimées  pnr  des  iné(;a]itcs.  — Autre 
. * forme  de  Vcqualion  des  vitesses  virtuelles.  — ' Usage  de  cette  équation 
' pour  trpuver  les  comlilioiis  d'équilibre, 

SYSTEME  A LiAlSOÎVS  INCOMPLÈTES. 

i52.  Nous  allons  maiiilcnant  élendre  le  principe  des  ■ 
vTtesses'  virtuelles  à un  système  à liaisons  incomplètes, 
ou  dans  lequel  les  coordonnées  des  points  sont  liées  entre 
elles  par  un  nombre  / d’équation.s,  / étant  '6n  — i. 

Je  dis  d'abord  que  s’il  y a équilibre,  la  somme  des 
moments  virtuels  est  nulle,  fionsidéroiis  en  elFet  l’un 
quelconque  des  déplacements  compatibles  avec  les  liai- 
•soiis  du  système.  On  peut  établir  de  nouvelles  liaisons 
au  nombre  de  du  — i — i,  telles,  que  le  déplacement  vir- 
tuel en  question  devieunc  le  seul  possible.  Mais  alors  les 
forces  qui  agissent  sur  to\is  ces  points  dont  le  système  est 
devenu  à liaisons  complètes,  se  faisant  encore  équili- 
bre, la  somme  de  leurs  moments  virtuels  doit  être  égale 
à zéro.  Cette  somme  est  donc  nulle  pour  tout  mouve- 
ment virtuel  compatible  avec  les  conditions  du  système. 

Réciproquement,  quand  la  somme  des  moments 
virtuels  est  nulle,  l’équilibre  existe.  Eu  clfet,  si  les  for- 
ces appliquées  nu  système  pouvaieiil  le  mettre  en  mou-, 
vement,  tous  les  points  éprouveraient  simultanément  des 
déplacements^  Irès-petits  pendant  un  temps  très-court. 
On  pourrait,  sans  changer  ce  ni»uvement,  établir  de 
nouvelles  conditions  qni  rendraient  le  système  à liaison.» 
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complètes,  et  qui  empêcheraient  tout  mouvement  vir- 
tuel dînèrent  de  celui,  qu’on  suppose  avoir  lieu.  On  au- 
rait donc  un  système  à liaisons  complètes,  dans  lequel  la 
somme  des  moments  virtuels  serait  nulle  et  qui  ne  serait 
pas  en  équilibre. 

Le  théorème  des  vitesses  virtuelles  se  trouve  donc 
étendu  à un  système  quelconque. 

f 

LIAISO»S  QUI  s’expriment  PAR  UES  IHÉOALITÉS. 

• 454.  Quand  les  liaisons  qui  existent  entre  les  diHè- 

rents  points  d’un  système  sont  exprimées  par  des  équa- 
tions, chacun  d’eux  peut  éprouver  deux  déplacements 
égaux  et  de  sens  contraires.  Mais  dans  certains  systèmes 
. il  n’en  est  pas  ainsi. 

Par  exemple,  concevons  un  point  A placé  sur  une  sur- 
face fixe  S,  dans  l’intérieur  de  laquelle  il  lui  est  impossi- 
ble de  pénétrer,  c’est-à-dire  qu’il 
peut  se  mouvoir  d’un  côté  du 
plan  tangent,  mais  non  de  l’au- 
tre.'Il  est  clair  que  s’il  se  meut 
dans  le  plan  tangent,  il  pourra 
toujours  se  déplacer  dans  deux 
sens  opposés  A a et  An'^  mais 
pour  .tout  autre  mouvement  son  déplacement  sera  pos- 
sible dans  un  sens  et  impossible  dans  l’autre. 

•455.  Les  conditions  de  cette  espèce  sont  ordinaire- 
ment exprimées  par  des  inégalités.  Par  exemple,  si  un 
1 point  est  posé  sur  un  plan  fixe  et  ne  peut  se  déplacer  que 
d’iiii  côté  de  ce  plan,  en  prenant  celui-ci  pour  plan  des 
xy  et  prenant  l’axe  des  z dans  le  sens  de  son  ni.ouvemcnt 
possible,  on  aura  pour  ce  point  z >o,  et  il  faudra  expri- 
mer que  la  variation  de  Z est  nulle  on  positive,  c’est-à- 
dire  poser  l'inégalité 
, 03^0. 

De  même  on  exprimera  qu'un  point  ne  peut  pénétrer 
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dans  l’intérieur  d’une  sphère  fixe  dontlt;  centre  sérail  à 
l’origine  des  coordonnées,  au  moyen  de  la  relation 

• .r’  4-  + 2’  J R’, 

R étant  le  rayon  de  la  sphère,  et  si  le  point  est  ac- 
tuellement posé  sur  la  surface  sphérique,  on  aura  en  le 
déplaçant  • . . . > • 

. .ciîx  4- 4- Z'îz  ^ O. 

436.  Si  le  système  A,  A',  Af, . . . , est  assujetti  à des 
-conditions  de  ce  genre,  le  principe  des  vitesses  virtuelles  * 
subit  une  modification.  Il  suffit  alors,  pour  l’équilibre, 
que  la  somme  des  moments  virtuels  des  forces  soit  mille 
ou  négative  pour  chaque  mouvement  virtuel  de  cette  es- 
pèce. Si  le  système  est  à liaisons  complètes,  cela  résulte  . 
de  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  (4o7  ) dans  le  cas  où  le 
mouvement  du  point  A est  empêché  dans  un  certain  sens. 
Si  le  système  est  à liaisons  incomplètes,  le  théorème  se  dé- 
montre en  introduisant  un  certain  nombre  de  conditions 
telles,  que  le  système  devienne  à liaisons  complètes, 

AUTRE  FORME  DE  l’éQUATION  DES  VITESSES  VIRTUELLES. 

4o7.  L’éqtiatioii 


P/>  4- P'/^' -f- O 


peut  se  mettre  sous  une  forme  plus  commode.  Soient 
X,  Y,  Z les  composantes  pa- 
rallèles aux  axes  de  la  force  P, 
appliquée  en  A.  Désignons _ par 
à.T,  à y,  à Z les.  variations  des 
'coordonnées  de  ce  point  pour 
un  déplacement  virtuel  A a, 
compatible  avec  l’état  du  sys- 


■'*  ’ lèmc,  de  sorte  que  les  coordon- 
nées du  point  a soient  x'-(-  4-  dî,  z 4-  âz. 

I.C  moment  virtuel  d<^  la  force  P étant  égal  à la  sommt; 
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(les  moments  virtuels  de  ses  composantes,  on  a 
< P/?  = XJ.r -t- -f- Ziîz  ; 

on'  a de  même  • 

, pV  = X'Vx'4- .? 

et  ainsi  de  suite.  En  substituant  ces  valeurs  dans  l’éqiia-  . 

tion  (i);  elle  devient 

.(2)  £(X^x  + Y^y  4-ZJî)  = O. 

* ' ' i . ' • 

CONDITIONS  .d’ÉQUIDIBRE  d’uN  SYSTEME.  . 

458.  Voici  njaintenant  comment  on  déduit  du  principe 
général  des  vitesses  virtuelles  les  conditions  d’écjuilibre 
d’un  système  donné.  Supposons  gue  les  liaisons  qui  exis-  • 
tent  entre  les  divers  points  du  système  soient  exprimées 
par  les  'équations  ^ • 

(3)  • L:=:o,  M = o,  N = o,..., 

Ces  équations  devant  être  satisfaites  par  les  nouvelles-, 
coordonnées  des  points,  après  un  déplacement  infini-* 


'Ih 

dx 

dx 

(m 

dx 


Sx  ■ 


tpatible  avec  1 

'état  ' 

du  système , 

on  aura 

z/L 

Si  -h 

H ^ -t- 

dy 

Ih 

-y-,‘Sx  -H . . 
dx 

. = 0, 

z/W  , ’ 

rfM 

Sz  -t- 

z/m’  , 

dz 

Sx'-k-.  . 

. = 0, 

(fN  , 

dN 

Sz  -+- 

-^Sy-^- 

dy 

~dz 

. mo. 

Pour  bien  comprendre  ces  équations,  il  faut  concevoir 
(ju’aux  i équations  données  on  ait  ajouté  3n — i — i 
équations  nouvelles,  telles,  que  le  déplacement  considéré 
devier^ele  seul  possible.  Alors  toutes  les  variables  moins 
une  deviennent  fonctions  de  celles-ci,  et  on  peut,  sous 
ce  point  de  vue,  'dillëreuiicr  les  équations  (1).  D’ailleurs 
on  ne  diminue  pas  ainsi  la  généralité  de  la  question, 
puisque  le  déplacement  particnlier  ipic  l'ein  considère 
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peut  être  l'uu  quelconque  de  ceux  qui  sont  compatibles 

avec  l’état  du  système.  • 

459.  Les  équations  (2)  au  nombre  de  i contiennent  il  n 
variatiops  djc,  dy,  d z,  etc.  \ il  y en  a 3n — t qui  sont  arbi-  ' 
traires,  et  les  autres , àU  nombre  de  dépendent  de  celles- 
■ là.  Si  on  porte  les  valeurs  des  dernières  dans  l’équation 

(3)  ^(Xd'x-f- YJy-t-Z^z)  = o’,  ' • 

* # 

celle-ci  contiendra  seulement  3 n — i termes,multipliés  cha- 
cun par  l’une  des  3 n — i variations  arbitraires,  et  comme 
la  relation  {3)  doit  être  vérifiée  quelles  que  soient  ces  va-  * 
riations,  il  faudra  égaler  à zéro  leurs  3«-r-i  coefficients. 

On  aura  ainsi  3«  — i équations  qui,  jointes  aux  équa-  ’ 

. tions(i),  donneront  3 n équations  nécessaires  et  sufiisantes 
pour  l’équilibre,  entre  les  composantes  des  forces  cl  les 
, coordonnées  de  leurs  points  d’application. 

• 460.  L élimination  de  i variations  au  moyen  du  sys- 

tème (2)  peut  se  faire  par  la  méthode  des  multiplicateurs. 
•Multiplions  la  première  par  à,  la  seconde  par  etc.,  et  • 
ajoutons-les  membre  à membre  avec  l’équation  (3).  Déter- 
minons les  quantités  p, . . . qui  sont  au  nombre  de  i 
• par  la  condition  que  les  coefficients  de  / variations  soient 
nuis  et  égalons  à zéro  les  3 n — i autres  coefficients.  Nous 
‘aurons  les  3«  équations  suivantes  : 


f 

. rfL  dM  ' f/N  .* 

X -1-  A (-  tt  «4-  V -t-  . 

il.r  a.r  • dx 

# 

. . = 0, 

• 

K 

. dL  diM  di\ 

Y -l-  A h fl  -h  •!  (- . 

dy  dy  dy 
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461. , Uéciproqiienient,  si  ocs  équations  oui  lieu,  je  dis 
que  les  forces  se  font  équilibre;  car,  en  multipliant  ces 
équatioits  respectivement  par  àx,  dy,  dz,  ox' . ...  et 
ajoutant,  on,  retrouve  l’équation  * 


rfL 

dx 


l.r  -t- . . . = o , 


<|ui  se  réduit  .à  l'équation  (3),  en  ayant  égard  aux  rela- 
tions (2)  : or  l’équation  (3)  exprime  que  la  sommedes 

hibments  virtuels  est  nulle. 

• • 

■462.  Les  .équations  ( 4)  conduisent  à une  conséquence 
rem’arquable.  On  voit  qu’elles  resteront  les  mêmes  et  que 
l’équilibre  actuel  du  .système  subsistera  si  l’on  supprime 
la  condition  L = o,  à laquelle  le  système  devait  satisfaire 
flans  tous,  ses  déplacements,  pourvu  qu’on  joigne  aux 
forces  primitives  de  nouvelles  forces,  savoir  une  force" 
appliquée 'en  A et  dont  les  composantes  parallèles  aux- 
wixes  seraient  , 


f/L 

'dx' 


dr 


une  l'orcf”  ap|)li(|uée  en  A'  et  dont  les  composanU\s  se- 
raient' ..  ' 


rfL 


f/L 


lü''  ^ 


,tL 

dz’"' 


et  ainsi  de  suite.  La  liaison  exprimée  par  l'équalion  L.=  d 
produit  donc  cés  forces. 

•L'intensité  de  la  force  qu’il  fant  appliquer  aii  point  A, 
par  exemple,  est  égale  à ' • 


« 
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et  sa  direction  e’si  celle  de  la  normale  à la  surfarç  reprér 
sentée  par  l’équation 

L = O , * ... 

, ' ♦ • . 

qnand  on  y régarde  x,y,  z comnie  seules  variables,  puis- 

que  les  cosinùs  des  -angles  que  la  normale  fait  avec  les 

, . rtM.  (IL  (iL  ' ‘ ' 

axes  sont  proportionnels  a — » — 

‘ ; rtx  v/r  az  r 

Les  condiiiops  M = o , N î=  o,  etc.,  peuvent  de  mème_, 
être  supprimées,  pourvu  que  l’on  applique  à tous-  les 
points  du  système  des  forces  convenables.  Ces  foçces 
auxiliaires,  qpi  peuvent  tenir  lieu  des  liaisons  qui  existent  , 
entre  tous  les  points,  sont  celles  qui  produisent  les  ten- 
sions et  les  pressions  dans  les  liaisons  du  système. 

EnGn,  si  l’on  supprime  toutes  les  liaisons,  ce  qui  rend 
tous  les  points  libres,  on  voit  que  les  forces  P,  P'^. . . 
appliquées  a ces  jioints  libres  sont  détruites  par  les  forces  . 


rfM 

rf^i  • 

V î • • • 

' 

(tx 

^ dx 

dx  • 

, fiL 

dM 

a/N 

“aIF’’"  • 

■ 

' . , dL 

lA  -T-  » 

a/n 

V — “ » • • • 

• 

eh 

appliquées  au  point  A, 

' dz 

dz 

• 

^ • 

. '.y  ^ rfL  ; 

dU. 

a/n  . • 

. X — " • 
fix 

, dL 

du 

‘li''  " , ■ • 

dti  . ’ 

» 

t 

' d/' 

. '/L 

a/N  • 

- 

• dz 

appliquée^  au  point  A',  et  ainsi  de  suite. 


SUR  l.ES  DIVERS  MOUVEMENTS  VIRTUELS  D UN  SYSTEME. 

4G3.  Un  inouveineut  vii-tuel  quelconquu  se  conipose 
de  3n  — /mouvements  virtuels  particuliers  et  di.stincts. 
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Soient  (?i  x,  âij',  â,  z,  à,  x',  . . . les  variations  des  coor- 
données des  points  pour  un  premier  mouvement;  d,x, 
d,  J',  J,z,  djX',.  . . pour  un  second  mouvement.  Enfin, 
A' étant  égal  à 3 « — i,  soient  d*  x,-âij^,  d*  z , d^x', . . . les 
variations  des  .'coordonnées  pour  un  A'""'  mouvement. 
On  a les  équations 


(■) 


rfl,  , rfL  , f/L  , 


(/H  , dM  , 

-h  — Sf  ■ 
dx  » «X 


dM 

d7 


Sz  ■ 


'Lb 

5? 

dM 

dx' 


Sx' 


Sx'- 


auxquelles  on  satisfera  de  la  manière  la  plus  générale,  en 
supposant  , < 

i Sx  — Oi  Si  X a,  St  X -H  (Tj  d,  X -t- . . .„-4-  «*  J»  x 

l dj  = a,  S, y ■+■  a,Styr  ■+  a,3tjr  -H-  . r 

(a)  ^ ^ 2 = a,  J,  3 -+-  0, 5,  Z -4-  «3  Z -t- a*  d*  Z 

Sx'  = a,  Si  x'  -h  a,  Stx'  «i  d,  x'  a*  dt  x' 


ntt  ai,  ...  at  étant  des  indéterminées  au  nombre  de  A 
ou  de  3 « — t.  En  effet  ces  valeurs  satisferont  aux  équa- 
tions (i);  ensuite  parmi  les  3A  variations,  il  y en  a A 
auxquelles  on  peut  donner  des  valeurs  tout  à fait  arbi- 
traires. En. déterminant  convenablement  les  A facteurs 
Un  a,,  ...  a*,  CCS  variations  restant  au  nombre  de  i se 
trouvent  déterminées  par  les  formules  (a)  de  manière  à 
satisfaire  à toutes  les  équations  (t).  Donc,  etc. 

11  faut  toutefois  qu’il  n’y  ait  pas  de  relations  linéaires 
entre  dj  X,  Siy  . . . de  la  forme  ■ / 


é,  d|  J -4-  i,  d,  X 
hi  Si  y -+■  htS,  J • 


. -1-  6*  d*  X z=  O , 
. + bi  Styr  = O , 


bi  d,.r'-f-  i,d,.r'-H  . . . -j-/;jd<x'  = o. 
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c’esl-à-(lirK  ({u’aiictiii  des  déterminants  provenant  du 
système 


5i  X, 

S, y.  S,  Z, 

lî,  x'  . 

• • » 

rj,  .r. 

iî«  r , S,  Z, 

Jc'  . 

• • 1 

Si,. T, 

Sty<  'b Z, 

Si  x'  . 

• • * 

ne  soit  égal  «à  zéro. 

46i.  Ainsi- comme  application  la  plus  simple,  pour 
l’équilibre  d’un  point  libre  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme 
des  moments  virtuels  soit  nulle  pour  trois  déplacements 
virtuels  quelconques  du  point,  et  l'on  choisit  les  trois  dé- 
placements virtuels  parallèles  aux  axes.  Tout  autre  dé-  ' 
placement  virtuel  est  compoié-àt:  ces  trois-là. 

Pour  un  point  situé  sur  une  surface  donnée,  deux  dé- 
placements particuliers  suffisent,  et  sur  une  courbe  un  ' 
seul  déplacement  est  possible. 

405.  En  général  soient  L=  o,  M =;  o, . . . les  équations 
de  condition. On  prendra  3n  — /'quanti lés g>,  i|/,6  . . . fonc- 
tions de  Z,  x' . . . et  dont  les  variations  seront  toutes 

arbitraires.  L’équation  des  vitesses  virtuelles  deviendra 

-f-  — |-  -f-  , . . -t—  kS  \j  -t—  M — f-  . . . O J 

et  comme  dL,  dM,  . . . sont  nulles  et  que  do,  dj^,  -.  . . 
sont  ai'bitraircs,  on  aura 

— O , y =.  O , O = O . . 
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■ TRÏNTE-CINOIJIÈME  LEÇON. 

•'  APPLICATIONS  nu  PRINCIPE  DES  VITESSES  VIRTUELLES. 

• • • 

• • • . 

Équilibre  d^un  système  invariabloi» — Cas  où  de  Système  est  gène  par 
(j^ii^lquc  obstacle.  — Équilibre  du  polygone  funiculaire.  — Propriété 
de.  Téquilibrc.  - ^ . 

ÉQUILIBRE  DiuN.  SflllDE  INVARIABLE.  ' 

' * * • . 

'ibô.  On  peut  déduite  du  principe  des  vitesses  virtoelles  ' 

les  conditions  d’équilibre  d’un  système  solide,  formé  ^e 

n points  matériels  liés  entre  eux  d’une  manière  invariable. 

Cherchons  d’ahord  le,  nombre  de  ces  conditions.  Trois 
• • • 
points  étant  pris  au  hasard  dans  le  corps,  pour  exprimer 

que  leurs  distances  mutuelles  ne  changent  pas,  il  faut 
trois  équations.  Il  en  faut  ensuite; 3 (n  — 3)  ou  3n — 9 
autres  pour  exprimer  que.  les  n — 3 autres  points  restent 
à des.distances  invariables  des  trçis  premiers. 'Ainsi  les 
liaisons  du  système  -établissent  3 n — 9 3 o.tt  3ra  — fi 

équations  entre  les  coordonnées  de  tous  ces  points. 
Comme  011  doit  avoir  qn  tout  3n  équations  pour  déter- 
miner les  coordonnées  des  n points  du  système,  il  y aura 
donc  six  équations  d’équilibre. 

4l)7.  On  pourrait  obtenir  ces  équations  en  appliquant 

la  méthode  générale; 
mais  il  est  plus  simple 
d’imprimer  au  sÿs- 
lème  six  mouvefnenls- 

“■  ' virtuels  arbitraires  et 

» 

indépendants  les  uns 
■ ‘1  des ‘autres,  de  telle 
sorte  que  les  relations. 

, qui  en  résulteront  en- 
• ti-e  les  forces,  lie  pou- 

n.  • ' . * ’ (i 


Fig.  i5o. 
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vaut  SC  déduire  les  unes  des  anires,  Seront  précreénirnt 
les  six  équations  d’équilibre. 

Le  déplacement  le  plus  simple  consistera  a faire  mou- 
voir le  corps  parallèlement. à l’un  des  axes,  Ox  par 
exemple,  de  telle  sorte  que*  tous  ses  points  décrivent  de 
‘petites  diK)jtes  A a,  A'a',noutcs  égales.  Alors  3y,  dz,  ây\ 
Sz',  . . . , sont  nuis  et  dx  = Ôx'  = âx",  ...  ; 

Dans  ce  cas  l’équation  générale  * ' 

• • _ 

(l)  ^(X5a:  + ¥.^r,-f-Zo’2)  =0  ■ 

(jeviét)t,  en  supprimant  le  faeienr  rnminnn  Jx, 


(2)  '^X  = o-,  ■ 

on  aura  de*niême 

(3)  = ’ • ■ 

(4)  . • ' 

* 1()8.  Ou  obtiendra'  les  trois  autres  écj'uations  d’é({ui- 
libreen  faisant  tourner  le  corps  successivement  autour 
des  trois  axes.  Suppo.sons  d’abord  que  la  rotation •s’eH'ec- 
tue  autour  de  Oz.  Le  point  A décrira  on  élértietat  A a 
d’une  circonférence  lAH  de  rayon  AC  = r et  parallèle 
au  plan  xOy . Soit  l’angle  AGI  = o).  On  a d’abord 
à Z — O,  puis  à cause  de  • 

X — r cüs  w , y — r sin  m , 
on  a,  la  rotatiou  étant  mesurée  par  l’angle  du, 

(î  X = — - r sin  w , §y  = r ros  &>  Btù  , 

ou  bien  . . 

Donc  ' • ' ' . - 

X J a: -I- î o>‘ + Z d' Z = { Y a- — X r ) o'w 

et  de  mèmç  . ■ . _ * 

• Tü’Sx' -yrsf  +'z'Sz’=:(Tx’ ~yj:y)Su>.  • •' 
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Oti  a donc,  en  substiluaiii  ces  valeurs  dans  l’équalinii  (i) 
et  siippriniaiU  le  facteur  conslaiil  (îfa, 

{5.)  ^(Y.r-Xy)  = o, 

Cl  de  même 

(6)  2(Z.>  -Y3)  =o, 

il)  — 

> 

'469:  On  peut  déduire  du  principe  des  vitesses  vir- 
* tuelles  les  équations  des  moments  sous  leur  seconde 
forme  (367). 

Décomposons  la  force  P {Jig-  p-  8i)  en  deux 

‘autres,  l’une  Z parallèle  h Oz,  l’autre  Q située  dans  le 
plan  du  cercle  lAH  parallèle  au  plan  xOjr.  Imprimons 
au  corps  un  mouvement  de  rotation,  de  manière  que  le 
le  point  A décrive  un  petit  arc  de  cercAn  dont  le  rayon 
AC  est  perpendiculaire  à Oz.  Abaissons  CXt  — q per- 
pendiculaire sur  la  direction  de  la  force  Q et  imaginons 
celle-ci  transportée  au  point  D.  La  force  P est  remplacée 
par  les  deux  forces  Z et  Q.  Or  le  moment  virtuel  de  Z est 
riuj,  puisque  l’élément  An  est  perpendiculaire  à cette 
force.  Quant  au  moment  virtuel  de  la  force  Q appliquée 
au  point  D,  c’est  le  produit  de  celte  force  par  qâtù.  On  a 
donc,  en  appelant  Pp  le  moment  virtuel  de  la  force  P, 

l’/j  — 

On  aura  de  même  pour  le.s  autres  forces 

P' p'  = Q' q' , V"p"  = Q"q"Se.<,  . . 

Cl  l’équation  d'équilibre  (5)  devient 

% 

Elje  exprime,  comme  nous  l'avons  vu,  que  la  somme  des 
niomenls  des  forces  par  rapport  à l'uxe  Oz  est  nulle. 

‘ ' C. 
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AUTRE  MANIÈRE  d'oBTENIR  LES  CONDITIONS  d’ÉQUILIBRE 

d’un  système  solide. 

470.  Concevons  les  points  du  corps  rapportés  à un 
nouveau  système  d’axes  rectangulaires.  Les  coordonnées 
{x,y,  z)  d’un  point  seront  liées  aux  nouvelles  coordon- 
nées par  les  équations 


(•) 


X = a a x.-t-èy-,  -f-f  z, , 
r — + b'  x,-\-  c'  Z,, 

Z = 7 -(-  a''x,  + h"  r,  + -c"  ; 


et  l’on  aura  entre  les  constantes  a,  a', . 
de  condition 


les  équations^. 


(2) 


(3) 


J n’  + a''>  -4-  fl"’  = I , 

I i»  + i'J  -H  6"»  = , , 

1 r’  c’’  -4-  c"’  = I ; 

^ ab-^  a' b'  ■+■  a"  b"  = o, 
ac  a'  c'  + fl"  r"  = O , 
éc-t-  b'  c'  -4-  b" c"  =:  O. 


Le  système  étant  solide,  si  l’on  conçoit  que  les  axes 'des 
xi,  j'i,  El,  en  fassent  partie,  un  déplacement  quelconque 
du  système  changera  la  position  de  ces  axes,  aussi  bien 
que  x,y,  e , mais  ne  changera  pas  x,  ,jy, , e,  . Donc 

ISx  = Sa.-\- X,  Sa  -\-y\Sb  -4-z,^r, 

S y =.SS X,  Sa' y,Sb' -\-z,Sc' , 

5 Z = 07 -4- X,  ôfl" -4- r,  ^ /■'"-t- Zi  ir”. 

Supposons  qu’avant  le  déplacement  les  axes  des  x,,  ■y^.  s,, 
coïncident  avec  les  axes  des  x,_y,  e,  alors  on  aura 


-T  = c, , y Z=  r, 
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par  coiiséqueut 


a = i. 

b 

= O, 

C ~ 0, 

a'  =z  0, 

b' 

I , 

c'  = O, 

n"  = O , 

b" 

= 0, 

c"  = ., 

O 

II 

s b' 

= o, 

Ch 

If 

0 

elles  équalioiis de  condition  (3)  donneront,  par  la  diÜë- 
rentiation , 

J6-f-^n'  = o,  Sc-\-Sa"=:o,  Sc' ■+•  S b"  = o . 


Posons 

I*- 

=r  — Sù  = (îw, 

^ . 

3 c = — âa"=  (ÿijf, 
SÙ"=~r-^c' 

OU  aura 

3x  ^ -h 

3jy  = (Î6  •+■  xâu  — z3f , 

à" 

3z  = 3y  — 

el  en  substituant  dans  l’équation  générale 


^ (X(îx -h  Y^_j^-t-Z<îî)  = O, 
il  vient  _ r 

(5)1'  • ' 

■|  +iÎÿ2(Z/  — Yz) + Zx)  = o. 

Les  variations  doc,  âS,  etc.,  étant  arbitraires,  cette  équa- 
*lion  ne  peut  avoir  lieu  que  si  les  coeflicients  de  ces  varia- 
tions sont  nuis;  on  retrouve  ainsi  les  conditions  expri- 
mées plus  haut  (407,  i68). 

ÉQLIUBRE  d'un  SYSTEME  SOLIDE  GÈNÉ  PAR  UN  OBSTACLE. 

•t7l.  Si  le  système  renferme  un  point  fixe  O,  on  pren- 
dra ee  point  pour  origine  des  coordonnées  et  on  expri- 
mera, au  moyen  de  trois  équations,  que  les  distances 
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inuluelles  des  points  A,  A'  ei  ü sont  eniislanles  ; puis 
par  8(/t— a)  équations  que  les  distances  des  n — a 
autres  points  à A,  A' et  O restent  invariables,  ce  qui  fait 
en  tout  3,/<  — 6 + 3 ou  3 /i  — 3 équations  de  eondilion 
entre  les  coordonnées  des  points  du  système.- Donc  il 
aura,  dans  ce  cas,  seulement  3 équations  d’équilibre 
entre  les  forces.  On  obtiendra  ces  trois  équations  en  fai- 
sant tourner  le  système  successivement  autour  des  trois 
axes.  Il  est  évident  d’ailleurs  qu’à  cause  de  la  lixi  té  du 
point  O,  il  est  impossible  de  faire  mouvoir  le  corps  pa- 
rallèlement'à un  axe  comme  lorsqu’il  était  libre. 

S 

472.  S’il  y a deux  points  fixes  O et  H,  ou,  ce  qui  rtv 
vient  au  même,  un  axe  fixe  OH,  on  prendra  cette  ligne 
pour  axe  des  z.  On  exprimera,  par  deux  équations,  que 
les  distances  du  point  A aux  points  O et  H sont  invariables 
et,  par  3 (n  — i ) équations,  tpie  les  distances  des  u — i 
autres  points  aux  points  O,  A,  H sont  également  inva- 
riables, ce  qui  fait  eu  tout  3 n — 3 -f-  2 ou  3 ra  — i rela- 
tions entre  les  coordonnées  des  dillérents  points  du  corps. 
Ainsi  le  système  est  à liaisons  complètes;  et,  en  effet,  un 
seul  déplacement  est  possible,  c’est  un  mouvement  de  ro- 
tation autour  de  l’axe  OH.  C’est  par  ce  déplacement  virtuel 
qu’on  parviendra  .à  la  seule  équation  d’équilibre  à la(|ucllt* 
les  forces  appliquées  au  curps  doivent  satisf.iire  (373). 


KQCII.IBKE  ni'  roLVGONF.  ITIV  I CC  I.A  1 R K. 

t73.  .Soient  A,  A',  A 


rijî.  i3i. 


/v'-' 


.<■ 


/ 


/r" 


n points  unis  p.-ir 
des  cordes  formant  .un 
polygone  de  n — i côteis 
dont  les  sommets  sont 
tirés  par  u forces  P,  P', 
P",...,  Pt»-,-'.  11  faut 
d abord  exprimer  que  les 
longueurs  des  côtés  sont 
données  i;t  égales  à /, 
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Z",  .t,  en  désignant  par  _x,j)^,  z,;f:\y,  z',  . . . les  cooi- 

do&inées  des'  points  A,  A',  . . . par  rapport  à trois  axes 
rectangulaires,  on  aura  les  n -t-  i .équations 


* I — ^ ~ ( y — yY  — z)*  = o, 

• f 

# . 

Kn  ditlérenliant  ces  équations,  ou  aura 

Jc' — •«  . X' — x'  , f' — r » ' 

— J — Sx  4-  — - — Sx  -t-  • — - • Sy 

* • • 

• t * ! t * 

• Y — y m Z — Z • • Z — Z 

+ — ^ Sy'-^  —J—  S Z Sz'-  ^ O 

* - • * • ' *' 

. et-n — U équations  aiialogifes.  A *ces  n — i éipiatioiis  il 
fapdra  joindre  la  suivante’  * , ' • 

ï (X5x  4-  Yiî.)'  4-  ZSz)  =.  O. 

• 

^74.  En  employant  pour  ^’élimination  des  « varia- 
tions la  méthode  générale  des  muItiplicateArs  et  en  fai»- 
saut  usage  des  mêmes  notations,  ou.  obtient  les  3n  équa- 
lions*  . . r . 


(■) 


I X -(-  A — - — — O , , 

' • — r 

j Vr"’  . 


1 X'4-A 

.r 

.1' 

j:  — j:  f 

/ 

— fi 

* 

y — 

y'. 

r”~~y 

' V'.4-  A 

/ 

— 4-  fl 

./  r”.’ 

f 

Z — 

l' 

1-.« 
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(3) 

1 Y"  -1-  ■’ 

' Y -h  U ■ 

1 

1 ,Z"  4--.“  - 
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X 4-  ft  I H ■>  p—  — O, 


y--  y" 
/"  • 


»r 


Ou  aperçoit  facilement  la  loi  d’après  laquelle  ces  équa- 
tions sont  forméçs'.  En  éliminant  entre  elloslesu — i 
indéterminées  X,  p,  v, . . . , on,  aura  3 « — (n  — - 1 )■  ou 
I conditions  d’équilibre. 

Vi75.  Les  ([uantités  auxiliaires  iX,  p,  v,‘.  . . ne  -sdiit 
autre  èhose  que  les  tensimis  des  divers  cordons,  fui 

supposant  ces  qnantités  " positives.  En  etl'et  X — ? 


X — X 


. Z 

A — 


^ sont  les  composantes  parallèles  aux 

axes  d’une  force  égale  à X,  agissant  suivant  AA'  de.  A 
♦ers  A'.  Or  lês  relations  ^i)  font  voir  que  cette  force  X et 
la  force  P,  applir[uéc5  au  point  A,  se  détruisent.  Ainsi  X 
nicsure  la  tensioiialu  cordon  AA'.  On  retrouve  en  tnêrae 
temps  ce  résultat  rfoniju  (389)  que  la  force  P e^tdivigée 
suivant  le  prolongement  de  AA'  lorsque  le  pglj^ïone  est 
en  é(|uilibre.  ' • 

Les  équations  (2),  outre  les  composantes  de  P,  cou-, 
tiennent  celles  d’une  force  égale  et  directement  con-* 
traire  à X,  c’est-à-dire  agissant  au  point.  A',  suivant  AA' 
de  A'  vers.  A.  Les^ mêmes  équations  renferment  les  va- 
leurs des  composantes  parallèles  aux  axes,,  d’une  force 
égale  à fl  et  dirigée  suivant  A' A"  de  A'  vers  .A'^  si  la 
quantité  a est  positive.  Ces  troiÿ  forces  se  fpnt  donc  équi- 
libre au  poitil  A'*.  Ainsi  ix  mesure  la  tension  du  cor- 
don A'A".  On  venait  de  même  que  v est  la  tension  du 
cordon  A"A'"  et  ainsi  de  Suite.  , • • ‘ . . • 
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■ i7(3.  11  est  facile  de  prouver  ‘que  la  tension  d’un* 
eordod .quelconque  est  la  résultaùle  ^les  forces  qui  agis-* 
sent  d’un  même  côté  de  celui-ci,  transportées  parallèle- 
ment à elles-mêmes  en  un  point  de  sa  direction.  Ce  qui 
précède  le  démontre . pour  le  premier,  cordon.  Pour  le 
second,  il  ^uftit  d’ajoutor  deux  à dèltx  les  équations  (i) 
et(2):j 


ou  a ainsi 


X -4-  X'-t-  ,u  ' 


JL  Lt  ■‘  U 


Il  résulte  de  là  que  les  forces  P,  i‘'  et  la  tension  jx  du  cor-” 
çlou  A'A",  cette  dernière  agissant  de.  A'  vers  A",  se  font 
équilibré.  Donc  une  force  égale  et  cpntraire  à p.  qui  me- 
sure aussi  la  tension  du  cordon  A'A"  est  la  résultante  des 
forces  P et  P'.  On  verrait  ensuite,  du  ajoutant  trois  à 
trojs  les  équations  (i),  (a),  (3),  quela  te^ision  du  cordon 
suivant  cjt  la  résultante  des  forces  *P,  P'  transportées 
••n  A"  et  de  la  force  P",  et  ainsi  de  suite.  ' 

> * • 

477.  Si  X,  U,  V,. . . n’étaient  pas  toutes  posuives,  le  po- 
lygone funiculaire  ne  serait  pas  en  équilibre;  car  si  p,  par 
.exemple,  était  négative,  les  points  A' et  A"  seraient  tirés 
par  deux  forces  égales  et  contraires  qui  tendraient  à les 
. fappfoclier.  Cependant  l’équilibre  aurait  encore’lieu  si 
• -Jes  cordons  étaient  remplacés  par  des  droites  rigides’,  car 
ou  à exprimé  que  les  distances  AA',  A'A",*. . . .doivent  •' 
être  constantes. 

* 

SCR  VlNE  PROPRIÉTÉ  DE  L.ÉQL1L1BRE. 


t78.  La  formule  des  vitesses  virtuelles  coudujt  à une 
rcniarquo  importante,  • . . 
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.* 

■ Supposons  que  le  premier  membre  de  l’équalioii 

*•  I 

2 (Xox  4- Y5/ + Zb'j)  = U 

soit  la  variation  exacte  d’une  fonction  de  x,  y,  x', 
y\  z',...,  considérées  soit  comme  des  variables  indé- 
pendantes, soit  comme  dns  variables  liées  entre  elles 
par  les  équations  L = o,  M = o,  etc.,  ou  aura  • 

-f-  Yrj^  M-  Zi;)  =:  3/{.r,  y,  z,  x' , y\  z’,...  ). 

» 

Jj  film  et  il  sulKt  pour  cela  que  X,  ^ , Z,  X',  etc.,  soient 
Jes  dérivées  partielles  do  la  fonction  f,  par  rapport  à 
w,  J',  z,  x' , ....  Alors  pour  la  position  d’équilibre’  A seu- 
lement pour  telle-là  , la  valeur  correspondante  de  la 
"fonction  J’  {^x,  y,  z,-  . .)  est  un  maximum  on  un  mini- 
mum*, si  toutefois,  cette  fonction  est  susceptible  d’uq 
maximum  ou  d’un  nynimuin;  car  pour  toute  autre  posi* 
tion  du  système,  sa  variation  est  diÜ’érente  de  zéro.  Ou 
démontre  que  l’équilibre  est  toujours  stable  quand  le 
maximum  exista;  cela  veut  dire  que  si  l’on  écarte  un  peu 
le  corps  de  sa  position  d'équilibre,  il  tend  à y revenir  et 
atteint  cette  position  après  un  temps  plus  ou  moins  long.» 
Si  le  minimum  a. lieu,  l’équilibi  e peut  être  instable,  au- 
<|ucl  cas  le  corps  un  peu  dérangé  de  sa  position  d’équi- 
libn:  n'y  revient  pins. 

•475).  L’expression 

• . (X'oj: Y + Ziîî  ) • 

ejii  une  variation  exacte  quand  les  forces  motrices  sont 
ilirigées  vers  des  centres  üxes  ut  fonctions  de^ distances 
de  leurs  points  d’application  aux  centras.  Silpposoiis, 
pour  simpliliei , qu’il  ii’y  ait(|u’un  seul  « entre  K(«,  h,c)  ; 
soit  11  (X,  V,  Z)  riutensilé  de  la  force  <|ui  agit  au  jioint 
^{x,y,’z)  suivant  AK  ; •saipposons-la  attractive  et  soit 
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AK  — r.  On  aura  “ *' 


Y J > 4-  Ziî  z = R ■ 
ou  biiMi 


^ dx  -HR 4-  U S Z, 

r r r 


X.rîx4- Yd  r -4- Z 0 3 = ^ — Riî/-, 

à cause  de 

(x — u)’4-(^'  — i)'4-(z  — c)’  = r’. 

V • 

Ou  irouverait  4- Rd/-, ‘ la  force  élail  répulsive.  De 

rnème  en  désignaiitpar  R'(X',  Y',  7J),  R"  (X",  Y", Z"), etc.. 

les  forces  attraclives  ou  répulsives  qui  agissent  aux  points 

A',  A",...,  situés  aux  distances  r", ..  . du  centre 

fixe,  on  aura 
■ » ■ ' ' 

. y(X5x4-Yd>-i-Zd'z)  = — Rdr^R'dr'— R"J/-" 

5 ^ ■ • . 

Celte  fonction  est  une  dill'érenliclle  exacte,  si,  coniine  on 
fle^  suppose,  R est  une  fonction  de  r,  R'  une  fonction 
de  /•',  etc.  * 

480.  Si  les  forces  R,  R',  R"^, ... . supposées  attractives 
’^onl  pour  expressions' 


. R=^,  R' =4-,  R" 


pétant  un  cocfiicieni  constant,  le  second  ineuibre  sera  la 
diffcrciilielle  exacte  de 

Ainsi,  dans  ce  cas,  la  fonction 


■ I I 

7 + 


e.'ii  un  maxiinuin  ou  un  inininiiiin  <|itand  il  y a équilibic. 
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-181.  Le  premier  membre*  de  l’équalion  générale  des 
vitesses  virtuelles  est  encore ‘une  diirérentielle  exacte, 
quand  les  forces  considérées  proviennent  des  actions  si 
mutuelles  des  points  du  système  et  qu’elles  sont  simple-  * V* 
meut  fonctions  des  distances  mutuelles  des  points  qui  ^ ^ 
agissent  les  uns  sur  les  autres.  - : ' 

Soit  en  effet  R la  force  avec  laquelle  - deux  points  <- 
A (x,j,  z)  et  A'  z!)  agissent  l’un  sur  l’autre.'  La  ' ■*\ 

force  qui  tire  A vers  A'  a pour  composantes  parallèles 

O.»-»-  .ivA.:  ' * « ^ ' / 

af 

z'  — X 


aux  axes 


R 


r — .r 


R 


et  les  composantes  de  la  force  égale  à R qui  tire  A'  vers  A 


sont 


— R- 


— R 


ces  forces  introduisent  donc  dans  ùj  • 

un  groupe  de  termes  ' ’-i.  • 

— R^-^{(î.r'— Jx)— R-?l-^(^y— ^/)-R^-^(<îî'-5s)  ' V 

nu  — Rdr,  à cause  de  l’équation  • ' ‘ ?" 

/■’  = (,r  — x')J  4-  {y  _y  )i_|_  (î  _ z'  y.  . . ^ 

J1  CM  résulte  que  > 

^ ( X Jx  4- -t- Z^z)  = — 

Or  d’après  l’hypotlièse  ^Rdr  est  une'  dilKreiiticlIc 

mm  ^ ^ 

exactiî.  : 

S’il  n’y  avait  que  deux  points  et  qu’ils  fussent  assu-  ' 
jettis  à demeurer  à une  distance  constante  l’une  de  l’au- 
tre, on  aurait  âr=o  et  4:Rdr=o.  Par  conséquent  là‘ 
somme  des  moments  virtuels  de  deux  forces  égales  et  con- 
traires agissaiit  suivant  AA'  est  nulle;  c’est  le  Icmme 
dont  on  a lait  usage  au  u"  ÜH.  . ’ - ■ 
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'482.  Considérons  encore  un  système  de  points  pesants. 
Soient  p,  p',  p".  . . leurs  poids  et  supposons  qu’il  n’y  ait 
pas  d’autres* forces  que  la  pesanteur.  Si  nous  prenons 
l’axe  des  z vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  cette  force, 
Inéquation  des  moments  virtuels  se  réduit  à 


A ** 

on  a donc 


pS i p' Sz' + . . . = O : 

4 ■ ■ 


S [pz  4-  p'i'  p" • ■ ) = O . 


Soient  P la  somme  de  ces  poids  et  a,  le  z du  centre  de 
gravité  du  système,  On  a 


pz  + p' z''  + p"  z"  + . . .=  Pz, 


et 


ou 

a 

y 


[Pz.)  = O 


0 2,  — O. 


Ainsi,  dans  la  position  d’équilibre  le  centre  de  gravité 
est  le  plus  haut  ou  le  plus  bas  possible.  C’est  ce  qu’on 
avait  déjà  remarqué  à propos  de  la  cbaînetle. 


FIN  DF.  LA  STATIQUE. 
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DEI'XIKME  PARTIE. 


THENTE-SIXIÈME  LECO?^. 

•> 

I>RlN<;iPt:  DR  b'ALKMRRin. 


Ot'monstration  du  principr*  de  d'Alembcrt.  — Remarques  sur  eo  prhicipe. 
Équation  (^eiiémle  d'n  mouvement  d'un  système.  — Conséquences  do 
cette  équation. 


''  ■ 

* 


DÉMONSTnATIOtl  DU  PRIACIVE  DE  d’aLEMBERT.  y 

48."i.  Le  mouvement  d’un  système  de  points  assujettis 
à des  conditions  quelconques  et  soumis  à des  forces  quel- 
conques SC  détermine  au  moyen  d’un  principe  très-gé- 
néral que  l’on  doit  à d’Alembcrt.  Mais  avant  de  le  dé- 
montrer, nous  allons  rappeler  la  définition  générale  de 
l’équilibre. 

On  dit  que  des  forces  appliquées  à un  point  ou  à un 
système  de  points  se  font  équilibre,  (]uand  l’état  de  celui- 
ci  ii’est  nullement  changé  par  leur  suppression.  Cette 
définition  ne  suppose  pas  le  sy.stème  en  repos.  Il  peut 
être  en  mouvement,  cl  alors  on  dit  que  les  forces  se  font 
équilibre  quand,  en  les  ôtant,  on  ne  motlifie  pas  le  mou- 
* vement  du  système. 

*■184.  Considérons  un  système  de  points  en  mouve- 
nienl  M,  .M',  M", ...  ; soient  m,  m' , m" , . . . leurs  masse.s 
et  P,  P',  P",.  . . les  forces  qui  les  sollicitent.  Ces  point.s 
sont  assujettis  à certaines  conditions,  ordinairement  ex- 
primées par  des  équations  entre  leurs  coordonnées. 
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Considérons  en  partirulier  nn  di:  ces  points,  par  exem- 
ple le  point  M qui  est  sol- 


l'iB.  i5ï. 


-Q 


anx  axes 


<■/’  X 

lit- 


lîeité  par  la  force  P.  Le 
.mouvement  de  ce  point 
n’est  pas  le  même  que, 
s’il  était  libre.  Soit  Q la 
fbree  qu’il  faudrait  lui 
appliquer,  s’il  était  libre, 
pour  lui  donnér  le  raoii- 
’venicnt  qu’il,  a réelle- 
ment. Les  composantes 
• .tle  la  force  Q parallèles 

<l'  y ({■  a 

lié  ’ TF  ’ 


sont  des  fondions  du  (einps  .connues  ou  inconnues, 
mais  déterminées.  Soient  de  mèmb  (,)',  Q",  . . ".  les  forces 
([u’il  faudrait  appHquer  aux  points  M',  M", ...,  s’ils 
étaient  Jibres,  pour  leur  consei*ver  le  niouveinent  qû’ils 
ont  dans  le  système.  Ou  voit  que  si  l’on  .substitue  les 
l'orees  Q,  Q',  Q", . . . aux  forces  P,  P',  P", . . . , tou<  les 
points  prendront  le  même  mouvement  qu’auparavant, 
sans  que  les  mêmes  conditions  analytiques  cessent  d’être 
remplies;  car,  puisque  leur  mouvement  est  le  même  dans 
■les  deux  cas,  les  ^é(|uations  de  conditions  seront  encore 
satisfaites.  Ainsi,  au  système  des  points  assujettis  aux 
conditions  données  et  sollicités  par  les  forces  P,  P',  P",..., 
on  pourra  substituer  le  système  des  points  assujettis  aux 
mêmes  conditions  et  sollicités, par  les  forces  Q,  Q', 

*Q" * 

■Wfi.  .Cela  posé,  le  .système  étant  sollicité  par  les  forces  * 
P,  P',  P",  , . on  ne  inotljliei'a. point  son  mouvement,  si 
J’on  applique  respectivement  aux  points  M,  M',  M"j.  . . 
les  forces  égales  et  directement  opposées  Q, — Q, 
...,  qui  se  font  équilibre  deux  *à  deux,  üu 
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vient  de  voir  que,  sans  qu’on  ait  .à  changer  les  liaisons  du 
système,  les  forces  Q,  Q",...  produisent  le mtuivemeiit 
ellèetif.  Donc  les  forces  P,P',P",  . . . , — Q,  — Q' — Q'',.... 
se  font  équilibre,  puisque  le  mouvement  n’est  pas  changé 
par  leur  suppression.  On  arrive  donc  ainsi  au  principe  , 
qui  porte  le  nom  de  d’Alembert,  savoir  que  Ips  fprct;s 
motrices  d’un  système Jont  à chaque  instant  équilibre’ à , 
des  forces  égales  et  contraires  aux  forces  qui  produi- 
raient son  mouvement  effectif,  si  tous  ses  points  "deve- 
naient libres.  ■ . ’ • 


REM.VR.QUES  .SUR  Uî.  PRINCIPE  DE  1>  ALtMBFRT. 

486.  On  peut  présenter  le  principe  de  d’Àleinbert  sous 
une  autre  forme»  utile  dans  quelques  cas.  DécomposoiisJa 
p.  J ^ force  P appliquée  au  point  M en 

.deux,’  dont  l’une  soit  la  force 

7\  I désignée  par  Q,  et  l’autre  une 

\ / \ force  que  tipus  appellerons  R., 

^ ‘Nommons  de-mème  Q',  R',  Q'^, 
— Q v _ _ _ Jps  composantes  ana- 

• logues  des  autrcs’forccs  P',  P',  • . . 
On.  peut  remplacer  les  fqrces  P,  P',  P", . . par  les  forces 
Q,  R,  Q',  R',  • . ..  Mais  alors*  on  voit  que  les  forces 
I^,  R',  R",  ...  .doivent  se  faire  équilibre,  puisque  les 
composantes  Q,  Q',  Q"',  . . . donnent.le  même  mouve- 
' ment  que  les  forces  P,  P',  P", ....  Ces  forces,  sont  dites 
lés  forces  perdues.  Quant  aux  composantes  Q,Q',Q",..., 
on  pourrait  les  appeler  forces  effective»,  puisqu’elles  ont 
sur  le  système  le  même  effet  que  les  forces  motrices 
P,  P',  P”, ....  On  peut  donc  dire  qu’à  chaque  instant  les 
• forces  perdues  sè  font  équilibre.  .? , 

Cet  énoncé  revient  au  précédent;  car  chaque  force  R. 
. . est  Ja  résultante  des  forces  P el  — Q.  Dire  que  les  forces 
R se  font  équilibre,  revient  donc  à dire  que  leurs  compo- 
santes P,  — -'Q,  P',  — Q',  ...  se  font  équilibre.  . 
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487.  II  est  bon  d’observer  qu’on  pourrait  remplacer 
d’une  infinité  de  manières  les  forces  données  par  d’autres 
susceptibles  d’imprimerie  même  mouvement  au  système, 
non  plus  libre,  mais  assujetti  aux  conditions  données. 
En  effet,  supposons  que  des  forces  R,  R',  R", . . . se 
fassent  équilibre.  On  pourra  décomposer  chaque  force  P 
en  deux  forces  R et  Q.  Comme  les  forces  R .se  détruisent, 
il  ne  -restera  que  les  forces  Q (jui  pro<luiront  le  même 
mouvement  que  les*forces  P.  Il  en  résulte  que  le  système 
P,  PV  ...  et  celui  des  forces  — Q,  — Q',  — Q",. . ., 
égales  et  opposées  aux  forces  Q définies  en  dernier  lieu,  se 
font  équilibre.  Mais  cette  conséquence  est  peu  utile  dans 
les  applications,  parce  qu’on  n’a  pas  l’expression  ana  • 
lytique  des  nouvelles  forces. 


ÉQUATION  GÉNÉRALE  nU  MOUVEMENT  d’uN  SYSTÈME. 

488.  En  vertu  du  principe  de  d’Alcmbert,  toutes  les 
questions  de  mouvement  se  trouvent  ramenées  à des  ques- 
tions d’équilibre.  Voici  comment  on‘  s’en  servira  pour 
obtenir  les  équations  du  mouvement  d’un  système  dans 
lequel  les  points  sont  assujettis  à certaineseonditions. 
Soient  , 

(i)  L = o,  Mî=o,  N=o,..., 

i équations  de  condition,  exprimant  les  liaisons  du  sys- 
tème. Ces  équations  contiendront  en  général,  outre  les 
coordonnées  des  différents  points,  le  temps  t,  de  sorte  que 
les  conditions  peuvent  varier  avec  le  temps. 

Soit  P la  force  appliquée  au  point  M,  dont  la  masse  est 
m.  Nommons  X,  Y,  Z ses  composantes  parallèles  à trois 
axes  rectangulaires;  celles  de  la  force  que  nous  avons  ap- 
‘ pelée  — Q sont  égales  h 

ff  T fl'  r fl'  2 

~ IF.'  ~ lîF' 

Il  7 
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Le.s  deun  forces  P et  — Q peuvent  donc  être  remplacées 
par  trois  forces  parallèles  aux  axes  et  qui  ont  pour  ex- 
pression 


Y — 


m 


<10  ' 


Z — m 


tP  Z 
Ht'  ’ 


On  aura  des  expressions  analogues  pour  les  aulrc.s  points 
M',  >!",.•••  Comme  les  forces  P,  — Q,  P',  — Q',...,  se 
font  équilibre,  il  faut  que  la  somme  de  leurs  moments  ' 
virtuels  soit  nulle,  c’est-à-dire  que  l'on  ait 


ou,  par  une  notation  plus  abrégée. 


Cette  équation  est  vérifiée  à chaque  instant.  Ainsi  à une 
époque  quelconque  le  premier  membre  est  nul,  en  avant 
égard  aux  équations  (i),  et  dx,  dz,  dx',  iy', . . . 
représentant  les  variations  qui  résultent  de  ces  équa- 
tions pour  les  coordonnées  des  divers  points  du  .système. 
Il  ne  faut  pas  confondre  ces  variations,  qui  sont  les  pro- 
jections sur  les  axes  des  déplacements  virtuels  des  j>oiats 
du  système,  avec  les  différentielles  dx,  dy,  dz,  dx' , . . . 
qui  sont  les  accroissements  infiniment  petits  des  coor- 
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données  dans  le  niouvemrnt  edectif  et  pendant  l'intervalle 
de  temps  dt.- 


COJNSÉQIJENCES  DE  l’ÉQUATIOK  GÉNÉHALE. 

489.  Voyons  maintenant  coraminit  au  moyen  de  la  re- 
lation 


on  obtiendra,  dans  chaque  cas,  les  équations  du  mouve- 
ment. Les  conditions 

(2)  L = O,  M = O,  N = O, . . . , 


(levant  être  satisfaites  par  le  système  dans  sa  position  ac- 
tuelle et  dans  celle  qui  correspond  à un  déplacement 
quelconque,  il  faudra  différentier  les  équations  (2)  par 
rapport  à x,  j,  «,  x', . . . , sans  faire  varier  le  temps.  On 
aura  ainsi  entre  les  variations  d.r,  dy,  dz,  dx',.  . . , les 
i é(]uation$  suivantes  ; 


(3) 


f/l. 

1I.T 


dx 


ûy 


S- 


r/M  , rfM  . 

dx-t-  — dj 
dx  d Y 


‘‘Jt 

dx' 

(/M 


dSl  , 

' dx' 


Sx' 


, rfN  . r/N  ^ (/N  , , 

Sx  -J-  - — S y H — Sz  t-  — Sx 

d Y dz  dx 


. =0, 


= O, 


. = O, 


Si  n est  le  nombre  des  points  du  système,  il  y aura  donc 
3 n — i variations  arbitraires  et  / variations  fonctions  de 
celles-là  déterminées  par  les  i équations  précédentes.  On 
portera  les  valeurs  de  ces  i variations  dans  l’équation  (i)^ 
et  égalant  à o les  coefficients  des3n  — i variations  res- 
tantes, on  aura  ,3/i  — i écpiations  dinféreiitielles  entre  le 

7- 
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temps,  les  forces  et  les  coordonnées  des  points  du  système. 
En  y joignant  les  i relations  (^i),  on  aura  équations 
pour  déterminer  les  in  variables  x,  y,  z,  x\j\  z' , . . . , 
en  fonction  du  temps  t.  II  restera  à intégrer  ces  équations 
pour  connaître  la  position  de  chaque  point  du  système 
à une  époque  quelconque  du  mouvement. 


•490.  On  peut,  comme  on  l’a  fait  dans  une  autre  occa- 
sion (400),  employer  la  méthode  des  multiplicateurs.  En 
multipliant  les  équations  (3)  par  des  coefficients  indéter- 
minés X,  U,  V,  . . .,  les  ajoutant  avec  l’équation  (i),  puis 
égalant  à o les  coefficients  des  3/i  variations,  on  a les 
in  équations  suivantes  ; '> 


(4) 


d- X dh  rfM 

/w  ■ — X ■+“  X U • 

fia: 


dt' 

d'y 

dO 


= Y-i-1 


'Hi 

dy 


d'z  , ’ , rfl. 
m — — Z -f-  X — — 


dt' 

dt 


dx 

rfM 

rfM 

‘ Æ"  ‘ 
rfM 

dx' 


d^ 

dx 

tm 

' '‘y 

tm 
dz 
rfN 
* dx- 


L’élimination  des  i indéterminées  X,  p,  v,...  entre  ces 
équations  donnera  3m — / équations  : en  y joignant  les 
i équations  (2),  on  aura  3 n équations  pour  déterminer 
les  valeurs  des  3 n coordonnées  .r,  y,  z,  x', ...  en  fonc- 
tion du  temps. 

491  . Les  facteurs  X,  p,  v, . . . représentent  les  forces 
perdues  et  font  connaître  les  tensions  et  pressions  qui 
s’exercent  dans  les  liens  physiques  du  système.  Pour  le 
bien  comprendre,  décomposons,  comme  nous  l’avons  fait 
plushaut  (486),  la  force  Pdatis  les  deux  forces  — 0 et  R, 
et  opérons  la  même  décomposition  pour  les  forces  P',  P',... 
On^  sait  que  si  l’on  supprime  les  forces  R,R',  R", .... 
chaque  point  conservera  encore  son  mouvement.  On  sait. 


V. 
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de  plus,  que  sous  l’acliou  des  forces  Q,  Q',  Q", . . . chaque 
point  aurait  encore  le  même  mouvement,  quand  bien 
même  il  deviendrait  entièrement  libre;  de  sorte  que  les 
points  assujettis  aux  liaisons  données  se  meuvent  alors 
sans  exercer  aucune  action  les  uns  sur  les  autres,  et  par 
conséquent  les  liens  physiques  du  système  n’cprouveul  ni 
tensions  ni  pressions  lorsqu’on  a supprimé  les  compo- 
santes R,'  R', .... 

Si  l’on  rétablit  ces  composantes,  elles  se  fout  équilibre 
à l’aide  des  liaisons  du  système,  et  le  mouvement  demeure 
le  même.  On  voit  donc  que  ces  dernières  forces  produisent 
seules  les  \pnsions  et  pressions  dans  les  liens  du  système. 
Par  conséquent,  lorsqu’on  connaîtra  R,  R',  R",...,  on 
pourra  déterminer  les  actions  que  les  liaisons,  produisent 
sur  les  points  du  système,  et  par  suite  les  tensions  et  pres- 
sions que  les  liens  éprouvent,  comme  on  l’a  vu,  dans  un 
système  de  points  assujettis  à des  conditions  quelconques 
et  soumis  à des  forces  données  qui  se  font  équilibre. 

•492.  On  a d’ailleurs  les  expressions  des  forces  perdues 

R,  R',  R", Les  composantes  de  R,  parallèles  aux  axes, 

sont 


celles  de  R’  sont 


X — /« 


iP  X 

liF  ' 


Y — m — — , 
dp 


Z — m 


tl 

dp 


X'- 


(Px‘ 

~dp' 


r-.n'ty 

dP 


l'  — m’ 


(P  z' 
~dP  ' 


i 
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Or  les  équations  (4  ) donnent 


tlv 


(4- 

f.  rfL 

/7/i' 


//M 


</M 
‘ Ujr 
rfM 
dz 


rfN 
’ dy 
rfN 
dz 


dL  rfM  d^ 


expressions  dans  lesquelles  il  faut  remplacer  X,  v, . . . 
par  leurs  valeurs  déterminées  au  moyen  des  équa- 
tions (4). 
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O 

EXTENSION  ET  APPLlCATIO^iS  DU  PRINCIPE  DE  d'aLBHBERT. 

Des  forces  instantanées  ou  percussions.  — Rxlension  du  principe  do 
d’Alembert  aux  forces  instantanées.  — Manière  d’appliquer  ce  prin- 
cipe. — Mouvement  de  deux  points  matériels  unis  par  un  fîl  et  reposant 
sur  doux  plans  inclinés.  — Antre  manière  do  traiter  ce  problème.  — 
Cas  où  il  y a des  percussions. 


DES  FORCES  INSTANTANÉES. 

493.  L’observation  montre  qu’il  n’y  a pas  de  force 
capable  de  produire,  dans  un  instant  indivisible,  un  chan- 
gement fini,  soit  en  grandeur,  soit  en  direction,  dans  la 
vitesse  d’un  corps  quelconque.  Mais  il  existe  des  forces 
qu’on  appelle  instantanées  et  qu’on  désigne  aussi  sous  le 
nom  de  percussions  ou  impulsions  qui , agissant  avec 
une  très-grande  intensité,  pendant  un  temps  extrême- 
ment court  et  presque  toujours  inappréciable,  commu- 
niquent à un  corps,  dans  cet  intervalle  de  temps,  une 
vitesse  finie  qui  peut  même  être  considérable. 

Supposons  un  corps  ou  point  matériel  sollicité  par  une 
pareille  force  P suivant  une  droite  Ox.  L’équation  de 
son  mouvement  est 


f/t  étant  la  masse  de  ce  corps.  Si  l’on  intègre  cette  écjua- 
tion  à partir  de  t = o jusqu’à  t = B,Q  étant  un  intervalle 
de  temps  très-petit,  comme  une  fraction  de  seconde,  on  a, 
si  U est  la  vitesse  du  corps  au  bout  du  temps  Q,  la  vitesse 
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initiulc  étant  nulle, 


-X 


Vdt. 


Au  delà  du  liuiips  6,  la  force  P cesse  d’agir,  et  par  consé- 
quent le  mobile  conserve  sa  vitesse  acquise  u.  Mais  alors 
la  quantité  de  mouvement  rn«,  possédée  par  le  corps  et 

r ® 

égale  à I fdt,  peut  avoir  et  aura  une  valeur  ünie, 

Jo 

pourvu  que  rinteiisité  de  la  force  P soit  très-grande  pen- 
dant la  durée  très-p'tite  de  6.  ' 

-im.  Quand  la  direction  de  la  force  P est  variable 
pendant  le  temps  6,  on  a les  trois  équations 


d''  X 


/«  — = X,  m-d-=z\, 
dt'  ’ dt'  ' 


—Z  — 


X,  Y,  Z étant  les  composaiiies  de  la  force  motrice  à chaque 
instant.  On  aura  au  bout  du  temps  Q ; 


\dt, 


^=X 
4>X‘- 

— = / Zdl. 

d‘  Jo 


Si  l’on  assimile  la  quantité  de  mouvement  tnu  à une  force 

. , < I • • dx  dr 

dirigée  suivant  la  tangente  a la  trajectoire, 

;/i  ^ seront  les  composantes  de  cette  force  lictive.  C’est 

pourquoi  on  les  appelle  les  composantes  de  la  quantité 
de  mouvement.  Les  équations  jirécédentes  «lonncut  les 
expressions  de  ces  compo.santes  en  fonction  des  compo- 
santes de  la  pernission. 
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EJiTEKSION  DU  PRINCIPE  DE  d’aLEMBERÏ  AUX  FORCES  DK 
PERCUSSIO.X. 

495 . Le  principe  de  d’Alerabert  s’applique  aux  forces 
de  percussion,  en  remplaçant  ces  forces  par  les  quantités 
de  mouvement  qu’elles  sont  capables  de  produire.  Repre- 
nons la  formule  générale 


Considérons  le  système  de])uis  le  temps  t„  jusqu’au  temps 
^0  + pendant  lequel  la  percussion  agit.  Cet  intervalle 
ptant  très-court,  on  peut  regarder  les  variations  da.’,  dy, 
iz,  dx', . . .,  comme  constantes  pendant  toute  sa  durée. 
En  eifet,  si  ces  points  sont  liés  entre  eux  par  i équations 
de  condition, 

(2)  L=o,  M = o,  N = o,..., 


les  variations  sont  assujetties  aux  i relatious 


dx 


rfL  , ïiL  - dL  . , 
+ — Sz-\r-  — Sx 
dy  dz  dx 


du  , du  ^ du  ^ 
(3) 


dlA  . , 


dû 

dx 


dîi 


dJS 


Sx  -p  —y-  S Y -i — ~ Sz  -p 
dz 


dy 


dxf 

rfN 

dx' 


Sx' 


Or,  pendant  le  temps  très-court  0,  les  points  du  système 
n’éprouvent  que  des  déplacements  insensibles , de  sorte 
qu’oii  peut  regarder  leurs  coordonnées  x,  j,  2,  x',y', 
2',...,  comme  constantes,  d’où  il  suit  que  les  valeurs 
de  dx,  dy,. . .,  restent  aussi  constantes. 

496.  Cela  posé,  multiplions  l'équalion  (i)  par  dl  et 
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regardant  âx,  âj,. . comme  des  constantes,  intégrons 
par  rapport  à f,  entre  les  limites  et  to  -t-  6.  On  aura 


X (U  -H  ni 


<lx, 

dt 


m 


Y dt  — m 

„ . rfîj 

Zdt  + m — — ni 
dt 


dx  \ 

Ift  1 


</z 

Tt 


les  lettres  aflcctées  de  l’indice  o désignant  les  valeurs  re- 
latives à l’époque  /o,  et  les  lettres  sans  indice  les  valeurs 
relatives  à l’époque  /o  -t-  6. 

Voyons  maintenant  ce  que  signifie  cette  équation.  La 
force  P dont  les  composantes  X,  Y,  Z sont  appliquées 
pendant  le  temps  6 à la  masse  m,  communiquerait  au  point 
matériel,  s’il  était  libre,  une  quantité  de  mouvement  mu, 


dont  les  composantes  sont  (-iOt)  J' Xrlt,  J' Ydl, 


, dx  dy 

jjes  termes  m — ■>  m 

dt  dt 


dz 


m — - sont  les  composantes  de  la 


({uantilé  de  mouvement  mv  que  le  point  m possède  au 
bout  du  temps  ^o4-G.  De  même  la  vitesse  étant  r>o  pour 
t =.  to,  les  composantes  de  la  quantité  de  mouvement  mr»» 


de  la  masse  m à l’époque  to  sont  m , m 


dz. 


Si 


dt  ' dt  ~ dt 
l’on  convient  de  considérer  les  quantités  de  mouvement 
comme  des  forces,  on  voit  que  l’équation  (4)  exprime 
qu’i7  y a équilibre  entre  les  quantités  de  mouvement 
que  les  percussions  communiqueraient  aux  différents 
points  s’ils  étaient  libres,  les  quantités  de  mouvement 
qu’ils  possèdent  au  moment  oii  les  percussions  com- 
mencent à agir  et  celles  qu'ils  ont  après  leur  action,  ces 
dernières  étant  prises  en  sens  contraire.  Cet  énoncé 
suppose  toutefois  qu’on  néglige  pendant  le  temps  0 les 
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forces  ordinaires , telles  que  la  pesanteur,  qui  n’ont  pas 
une  intensité  très-grande. 

497.  L’équation  (4)  se  simplifie  lorsque  le  système 

, . , <tx„  dy,  dz.  , dæ 

part  du  repos.  Alors  m —i  in~,  m -7- > m —,»•••  > 
* ^ dt  dt  dt  dl 

disparaissent,  et  l’on  peut  dire  qu’t/ a équilibre  entre 
les  quantités  lie  mouvement  que  les  forces  donneraient 
aux  divers  points  du  système  s’ils  étaient  libres  et  celles 
qui  ont  lieu  effectivement  y et  avec  lesquelles  ce  système 
commence  à se  mouvoir,  au  bout  du  temps  6,  ces  der- 
nières étant  prises  en  sens  contraire. 

MARCHE  A SUIVRE  POUR  APPLlpUEK  LE  PllISCIPE  DE 
d’aI.EMBERT  HA.NS  le  CAS  DES  PERCUSSIONS. 

498.  Pour  appliquer  le  principe  de  d’Alembert,  étendu 
au  cas  des  percussions,  il  faut  suivre  la  marche  indiquée 
au  n”  490.  Des  équations 


•,  «t  11*  ITl  _ 

1 — 5 X 0 r -i — s Z -t- . . . = O , 

/ dx  d y ■ dz 


'/I'  , , 

—J—  ^ X H — â y 

dx  dy  ■ 


<iz  ■ 

dz 


on  peut  déduire  les  valeurs  de  i variations  et  les  porter 
dans  l’équation 


(^) 


dx,  dx  \ 

Xdt  -h  m — «i  — - I 

dl  dt  I 


(,r 

Or dy.  dr\  „ ! 

1 = 0, 

Ür  '•+  ® , dz.  dz  \ , 


puis  on  égalera  à o les  coeflicicnls  des  3//  — / laiialioiis 
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restâmes.  Mais  il  vaut  mieux  employer  la  méthode  des 
multiplicateurs.  Ou  a,  par  ce  dernier  procédé,  eu  appe- 
lant X,  ft,  V, . . . , I coefficients  indéterminés,  les  3 « équa- 
tioùs  suivantes  : 


rfL 

dx 


dx 


dx  dx„  I 

» -T m ~ z=.  I Xdt  -h  X • 

dt  dt  J 

(3)  { dy  du  ^ rm 

dt  dt  J _ dy  dy  ' 


Dans  celles-ci 


/x*.  /ï*,  / 


7a  dt  sont  les  com-? 


posantes  de  la  quantité  de  mouvement  que  la  force  P est 
capable  de  communiquer  dans  le  temps  Q au  point'  nt, 
laquelle  est  connue  par  l’expérience.  On  remplacera  de 


même  J 'S.'dt,  7' dt^ . . . , par  leurs  \ aleurs. 


On  a ensuite  3n  — i équations  provenant  de  réliminà- 
tion  de  X,  P,  V, . . .,  entre  les  3 n équations  précédentes. 

D’un  autre  côté,  si  l’on  différentie  par  rapport  au 
temps  les  équations  de  condition,  on  aura  i équations, 
telles  que 


dh  . dL  dx  d\A  dy  rfL  rfz  rfL  dx' 

dt  "*”'rfi-  dt  dy  dt  dz  dt~^  dx'  dt 


d’où  l’on  tire  {' é(|uations,  telles  que 


d\.  fdx  dx,\  rfL  (dy  d/A  

dx  \rf/  dt  j dy  \ lit  dt  ) ' **’ 

r 

J . ..  . rf  L rfL 

en  rceardant  comme  constantes  les  lonctions  -r-v» 
” dt  dx 

qui  ne  varient  pas  sensiblement  pendant  la  très-courte 

durée  de  la  percussion.  On  a donc  en  tout  in  écptatlons 

J,  . I O • dx  dy  dz  dx' 

pour  déterminer  les  in  inconnues  — , -ÿ-,  , 

' dt  dt  dt  dt 

c!est-à-dire  les  cojnposanles  dr  la  vitesse  de  chaque  point. 
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MOUVEMENT  DE  DEUX  CORPS  LIÉS  PAR  UH  FIL  ET  PLACÉS 
SUR  DEUX  PLANS  INCLINÉS. 

■i99.  Deux  corps  pesants  m et  m!  dont  les  masses  sont 
m et  m'  sont  placés  snr  deux  plans  inclinés  AC,  A'C', 


Fie.  i5/|. 


et  unis  par  un  fil  passant 
snr  une  poulie  située  au 
somtnet  des  deux  plans. 
Les  deux  parties  du  fil  sont 
respectivement  parallèles  à. 
ces  deux  plans  et  passent 
par  les  centres  de  gravité 
des  deux  corps.  Quelle  est  la  loi  du  mouvement  de  cct 
assemblage? 

On  peut  supposer  que  chacune  des  tuasses  soit  réunie  à 
son  centre  do  gravité.  Soient  C/n  = x,  Cm'=  x!\  nom- 
mons « et  a'  le.s-  angles  CAA',  CA' A,  et  l la  longueur 
totale  du  fil. 

En  négligeant  les  frottements,  la  force  motrice  du 
point  m,  dans  la  direction  de  son  mouvement,  est 
mg  sin  a,  et  celle  qui  donnerait  à ce  point  supposé  libre 

d'x 

le  mouvement  qu’il  a réellement  est  m D'après  le 


rf’x 


principe  de  d'Alcmbert,  la  force  /n^sina  — ni  doit 

* 

faire  équilibre  à la  force  analogue  m'usina' — ni'-^, 

qui  serait  appliquée  au  point  m'  et  tirerait  ce  dernier  en 
sens  inverse.  On  a donc 


(<) 


(^sina-!^)=,„'(^sin»'-î^). 


On  peut  éliminer  x'  au  moyen  de  la  relation 


1 
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on  en  lire  d'abord 

dx'  dx 

dt  dt 

Ainsi  à chaque  instant  les  vitesses  des  deux  points  sont 
égales  et  de  sens  contraires,  ce  qui  était  bien  évident  à 
priori.  Il  en  résulte  aussi  . ■ - 

d‘‘ X d‘‘ X > 

IF  ~ 'dv' 


d’où  l’on  conclut,  en  substituant  dans  l'équation  (i). 


(*) 


d'^x  (msina  — m'sina') 
ilO  ^ ni  -I-  m' 


Sans  aller  plus  loin,  on  voit  que  la  force  accélératrice  du  - 
point  m étant  constante,  son  mouvement  est  uniformé- 
ment accéléré.  D’ailleurs  on  déduit  de  cette  équation, 
par  deux  intégrations  succe.ssivcs. 


dx  ( m sin  a — m'  sin  o'  ) 

" — ^ f -+■ 

at  WJ  m 


( ra  sin  a — m'  sin  a'  ) /’ 

: 6_V 1 ^ ^ et + c', 

m -f-  ni  1. 


les  constantes  c et  c'  étant  les  valeurs  de  e et  de  x rela- 
tives à la  position  initiale  du  mobile  m. 

Si  l’on  avait 

m sin  a.  = m'  sin  a', 


on  aurait 


M = c,  X = rt  + c', 


et  le  mouvement  serait  uniforme.  Si  en  outre  on  avait 
c = o,  on  aurait  e = o et  je  = c'.  Ainsi  le  corps  resterait 
en  repos,  ce  qui  s’accorde  bien  avec  les  conditions  con- 
nues de  l’équilibre  de  deux  corps  placés  comme  dans 
l’exemple  actuel. 
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III 


ÀVTKE  MANIÈRE  DE  TRAITER  LE  PROBLÈME  PRÉCÉDENT. 


500.  On  peut  dans  cet  exemple  particulier  se  dispenser 
d Viuployef  le  principe  de  d’Alembert,  en  introduisant  la 
tension  T.  On  a ■■ 


(«) 


rlf 


= m g sina  — T, 


(^) 


<Px'  , . , 

= m s sin  a 

" ■■ 


d’où,  en  éliminant  la  tension  T,  ' 

(3)  (^,ina-^Wm'(gsina'-^y 

^ \ 

Pour  avoir  la  tension  T,  on  tirer.a  de  cette  équation,  en 

, d^x'  d'x 

remplaçant  par  —-7^’ 


d'x  s{"‘  *'f  “ — * ) 

dd  ~ m -t-  m' 


et,  portant  cette  valeur  dans  l’éguation  (1), 
gmm'  (sin  « -h  sin  a') 


(4) 


m m' 


Ainsi  la  tension  du  (il  est  constante  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement. 

501 . Dans  la  détermination  précédente,  nous  n’avons 
pas  fait  usage  du  principe  des  vitesses  virtuelles.  On 
arrive  au  même  résultat  en  l’employant.  Comme  les  deux 
forces  • 

( d’x\  ,/  , d’x' 

m sin  a | , in  sin  a - — 


lia  CQURS  DE  MÉCANIQUE. 

SC  font  équilibre,  on  aura,  en  verlu  de  ce  principe, 

* / rf’x'N 

dFj  ^ ~ ] S.r'=0; 

mais  d’ailleurs,  à cause  de  x -f-  Jc'  = /,  on  a 
(6)  ^x+Jx'  = o. 


Eliminant  le  rapport  entre  ces  deux  équations,  on  a 
comme  plus  haut 

.m  (ff  Sin  a - - /n' Sin  a' - ^ ) = O. 

Si  l'on  employait  la  méthode  des  multiplicateurs  pour 
cette  élimination,  il  serait  bien  facile  de  montrer  que  le 
coefficient  A que  l’on  emploierait  n’est  autre  que  la  ten- 
sion T du  fil.  En  effet,  multipliant  l’équation  (6)  par  — X 
et  ajoutant  à l’équation  (5),  on  aura 

(g-sina^ 

-h  sin  x'  — j — xj  Jx'  = O, 

et,  en  égalant  séparément  à zéro  les  coefficients  de  âx  et 
de  âx', 

, ^'(^sin«'-^)=X. 


Ces  équations  ne  dilTèrent  des . équations  (i)  et  (2) 
qu’en  ce  que  T est  remplacé  par  X.  Ainsi  X est  bien  la 
tension  désignée  plus  haut  (500)  par  T. 

502.  Le  problème  que  nous  venons  de  traiter  donne 
la  théorie  complète  de  la  machine  d'Atwood,  en  posant 
a=a'=rgo'’,  cæ  qui  réduit  les  formules  (.1)  et  (4)  du 
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CAS  OU  IL  Y A DES  PERCUSSIONS. 

o03.  Nous  avons  supposé  que  i’on  connaissait  les  vi- 
tesses initiales  des  deux  masses.  Concevons  maintenant 
que  celles-ci  soient  mises  en  mouvement  par  des  percus- 
sions et  déterminons,  dans  cette  hypothèse,  leurs  vitesses 
initiales.  Soient  a et  a'  les  vitesses  que  ces  percussions 
imprimeraient  aux  masses  m et  m'  si  chacune  d’elles  était 
libre,  et  désignons  par  c la  vitesse  eflective  du  point  m 
après  la  percussion.  La  vitesse  initiale  du  ^loint  m'  sera 
— c;  car,  à cause  de  x -t-  x'  = /,  on  a 

dx'  djn 

~dt~^irt 

D’après  le  principe  de  d’Alembert  étendu  aux  quantités 
de  mouvement  finies,  il  doit  y avoir  équilibre  entre  les 
quantités  de  mouvement  que  les  percussions  communi- 
queraient aux  deux  points  s’ils  étaient  libres  et  celles 
avec  lesquelles  ils  commenceraient  à se  mouvoir,  ces 
dernières  étant  prises  en  sens  contraire^  On  aura  donc 

m ( a — c)  = /n'  (fl'  -t-  c) , 

d’où 

mo  — m' a' 
m m' 
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O 

MUITE  DES  APmCATIONS  Ï)V  PRINCIPE  DE  D*ALBMBERT. 

Mouvement  de  ftluMeurti  corp»  lié» 'par  des  cordons.  — Autre  solution. 
' Mouvement  d!nne  chaîne  sur  deux  pUns  inclinés.  Mouvement  de 
deux  points  dont  la  distance  est  invariable  et  assujettis  à demeurer 'sur 
deux  courbes  donné^^s.  \ ' 


MOVVEMEftT  DE  CORPS  LIÉS  PAH  DES  CORDONS. 


304.  Proposons-nous  de  trouver  la  loi  du  mouvement 


Kig.  i55. 

I m }— 


d’un  système  de  corps 
dont  les  masses  sont  m , 
m',  w",  et  qui,  liés  entre 
eux  par  des  fils  ou  des 
cordons,  sont  mobiles  sur 
un  plan  horizontal.  Nous 
supposerons  que  la  force 
motrice  est  le  poids  d’un  corps  dont  la  masse  est  p et  qui 
lire  le  dernier  cordon. 

A un  instant  quelconque,  tous  les  points  du  système 


ont  une  même  vitesse  v.  Donc  m 


dv 


, dv 


dv 


,,  m -ri  m'  — , U — 
dt  dt  dt  ^ dt 


représentent  les  forces  qui  seraient  capables  de  donner  à 
ces  masses,  si  elles  étaient  libres,  leur  mouvement  efl’ec- 
lif.  D’ailleurs  [ig  est  la  force  motrice  du  système,  et 
celle  force  doit  faire  équilibre  âu*  précédentes  prises  en 
sens  contraire.  L’équation  du  mouvement  est  donc  , 


dv 

'^Tû 


)iv 

Jl  ' 


, dv 
dl' 


dv 

m'  — : 
dt 
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OU  plus  simplement  , ' - . , • ' 

<*  M ’ ' 

en  posant 

(*  4- »i  4- m'+ m"  = M.  ■ < . 

Ainsi  le  mouvement  est  nnirormêment  accéléré,  et  la 
force  accélératrice  est  à g comme  la  masse  p du  poids 
moteur  est  A celle  de  tout  le  système. 

n0<').  Si  l’on  voulait  tenir  compte  du  frottement,  il 
faudrait  supposer  appliquée  à chaque  masse  une  force 
qui  lui  lût  proportionnelle  et  dirigée  en  sens  contraire 
du  mouvement.  I.e  mouvement  - .serait  encore  uniformé- 
ment accéléré. 

t 

AUTRE  SOLUTION. 

■ * ' ♦ ' 

o()6.  On  peut  encore  résoudre  ce  problème  sans  faire 
usage  du  principe  de  d’Alembert.  Soient  T,  T',  T"  les 
tensions  des  trois  fils.  La  tension  T',  par  exemple,  est 
é^ale  à l’une  quelconque  des  deux  forces  égales  et  con- 
traires qu’il  faudrait  appliquer  aux  points  m'  cl  m"  pour 
remplacer  le  ül  qui  les  unit,  s’il  venait  à être  supprimé. 
Or  on  a évidemment  • -■ 


Pc 

Jt 


= *.. 


m"  = T"  — T'',’ 

dt  ' . • •-  .V, 

dv  ...  „„  ' , 


Kn  ajoutant  toutes  ces  équations,  on  a enc'ore  ^ 


ik  M.' 


8. 
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Il  esl  ensuite  fai'ilc  d’obtenir  les  valeurs  des  tensions. 
On  a 

— ™ 


T = m 


M 


T' ' 

T"=  (m-t- 

M 


On  voit  donc  qu’on  a 

T<T'<r , ; 

et  cela  doit  être,  car  la  tension  T"  met  en  mouvement 
trois  masses,  tandis  que  T'  n’en  fait  mouvoirjque  deux 
et  T qu’une  seule. 

Dans  ce  qui  précède  on  a négligé  la  masse  des  cordons. 
Si  l’on  en  tenait  compte,  la  tension  serait  variable  dans 
l’étendue  d’un  même  cordon. 


MOUVEMENT  d’'uNE  CHAINE  SUE  DEUX  PLANS  INCLINÉS. 

o07.  Soit  BCB'  une  chaîne  pesante  homogène  qui 
repose  sur  deux  plans  inclinés  disposés  comme  dans  la 
fig.  i54,  p.  109,  et  faisant  avec  l’horizon  des  angles 
CAA'  = «,  CA' A = a\  Soient  l la  longueur  de  la  chaîne, 
P la  masse  de  l’unit^;  de  longueur.  Posons  x=BC, 
x'  — B'C,  en  sorte  que  l’on  ait 


(i)  X x'  = l. 

' y * * 

Considérons  une  molécule  p prise  sur  la  portion  CB.  Les 
forces  qui  la  sollicitent  sont  la  force  motrice  p.g  sina,  et 

la  force  eflective  u — Toutes  les  forces  motrices  des 
^ dO 

molécules  de  la  partie  CB  et  leurs  forces  effectives  prises 
en  sens  contraire  se  composent  en  une  seule 

/ . d'x\ 
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/ . (i'‘ X 

lésina-  — 


De  n}éme  la  difl’érence  entre  les  forces  ell'ectives  cl  les 
forces  motrices  de  la  partie  CB'  sera 

Od  aura  donc,  d’après  le  principe  de  d’Âlembert, 


cl‘x\  / J''x'\ 

)=x'(^»ina'_— ), 


(2)  X 


d’où,  en  éliminant  x'  à l’aide  de  l’équation  x + a'  = /, 


X 

(3) 

(sina  -t-  sina')  ‘ . , 

- g 1 a ■ + ^ Sin  a =:  0. 

Telle  est  l’étjuation  du  mouvement. 

508.  Pour 
simplifier. 

intégrer  cette  équation , posons 

(4)  • 

g ( sin  a -H  sin  a'  ) , 

1 — « . . 

d’où 

g sin  a'  l sin  a' 

/i’  sin  a -J-  sin  St'  . 

réfjualion  (3)  devient  • 

r / / sin  a'  \ 

\ sin  a -f-  sin  st  j 

ou  bien 

(5) 

d'r 

en  posant 
(6)'  ■ 

/ sin  a' 

X : : -,  = y. 

sin  a + sin  a 
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L'équation  (5)  a pour  intégrale 


ou  aura  donc 

(7) 


r=  At"'  + B/— 
t l sin  a' 


siii  a + sin  a 


7 H-  Ae"‘-+-  Bt--^ 


A et  B étant  deux  constantes.  Pour  les  déterminer,  on 
peut  supposer  connues  la  position  et  la  vitesse  initiale 

du  point  B.  Si  pour  / = o on  a CB  = jTo  cl  ^ = i^g,  on 
aura 

/ «în  'y'  y ■ 

A B , . ^ , 


i sin  a' 

.sm  a + sin  a 
v,  =:  n (yV  — B). 


Au  bout  d’un  certain  temps  facile  à déterminer,  toute 
la  chaîne  se  trouve  sur  le  même  plan.  Le  moiivénienl 
change  alors  de  nature  et  devient  uniformément  accéléré. 

d09.  La  condition  nécessaire  et  suflisante  pour  que  la 
chaîne  reste  en  repos  est  que  l’on  ail  > 

A = o , B = O. 

' , (i.f 

En  elfet,  en  remontant  à la  valeur  de  y oti  de  -~i  o«i 

reconnaît  t[ue  l'on  doit  avoir 

A e»'  — Bc""'  = O , 

quel  que  soit  l,  ou,  en  multipliant  par  e~'“, 

Ae’"'=B. 

Or  cette  équation  ne  peut  pas  avoir  lieu  pour  toutes  les 
valeurs  de-/,  à moins  que  l’on  n’ait  en  meme  temps  A — o, 
B = O.  Dans  ce  cas  on-  a 


ar  =CB  = — 


/ sin  a' 


CB'=: 


sm  a sm  a 
l sin  ’j 


sin  a yt-  sin  * 
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et  par  conséquent 

CB  _ sin  a 
CB^  sin  a 

Cette  équation  exprime  que  la  droite  est  horizontale, 
ce  que  l’on  pouvait  prévoir. 

SIO.  On  peut  encore  trouver  l’équation  de  ce  mouve- 
ment en  s’appuyant  sur  le  principe  des  vitesses  virtuelles. 
Ainsi  les  forces 

' ' / • ,(  ■ , 

„x(^^sina- — -p.r  ^^fSina  - 

étant  respectivement  appliquées  aux  points  B 'et  B'  daus‘ 
la  direction  du  mouvement  que  ces  points  peuvent  pren- 
dre, il  faut,  pour  l'équilibre,  que  l’on  ait  . 

\ l - , 

I Jar-Hpx  Ig- sin  a ^ 

P'ailleurs’dj:' = — Sx,  puisque  a: -f-x' = l.  Substituant 
— Sx  A dx' , on  arrive  à l’équation  précédemment  obtenue. 

.1 

Mouvement.dk  deux  points  assujettis  à demeurer 
SUR  DEUX  courbes  DONNÉES  ET  DONT  I.A  DISTANCE 
EST  INVARIABLE. 


fX  Ig-  sina 


5H.  Voici  un  problème  propre  à bien  faire  com- 
prendre l’usage  des  fonctions  ?.,  pi,  v,...,  introduites 
dans  les  équations  du  luouvement  pour  opérer  une  éli- 
mination. 

Soient  m et  m'  deux  points 'matériels  sollicités  par 
•deux  forces  P et  P',  constantes 
ou  variables,  Ces  deux  points 
sont  assujçttis  à rester  à une  ' 
distance  constante  mm'  = / l’un 
de  l’autre  et  à démeurer  sépa- 
rément  sur  deux  courbes  don- 
nées mA  et  m'A'.  On  suppose,  pour  plus  de  simplicité, 


• ‘ ' i 

120  COURS  DE  mécanique. 

les  forces  et  les  courbes  comprises  dans  un  même  plan 
xOj. 

Prenons,  dans  ce  plan,  des  axes  rectangulaires  Ox, 
Ojr.  Soient  X,  Y,  X',  Y'  les  composantes,  parallèles  à 
ces  axes,  des  forces  P et  P'.  D’après  le  principe  de  d’A- 
lembert  et  en  conservant  les  notations  habituelles,  l’é- 
quation du  mouvement  sera 


Soient 


(2)  /(x,  x)  = O,  Ÿi-r,  7)  = O 

les  é(]uations  des  courbes  mA  et  m'A'..On  aura  les  trois 
équations  de  condition 

( /(^.  r)  = o, 

(3)  \ ÿ(x',/)  = o, 

( — t’y -h [r — yy  = i’. 

Le  système  est,  comme  on  voit,  â liaisons  complètes. 
Ces  premières  équations  donnent 


Multiplions  les  équations  (4)  par  trois  facteurs  indéter- 
minés X,  X',  n,  puis  ajoutons-les  avec,  l’équation  (i).  Ega- 
lons ensuite  à zéro  les  coellicients  de  àx,  ây,  dx\  ây\  • 
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nous  aurons  . 3 ^ 

> / d'^x  df  j: — y 

m —rr  = X -H  A --  -f-  |a  ; — i 


(5) 


dt' 

d^j 


dx 


l 

r — r' 


<1/ 

m = Y + X + fl  — — , 
rf/’  djr  l 

,d^x'  d<^  r — x' 

”,  — -_x-w  s:,  - P— 7—' 

dp  dv  l 


Ces  équations  font  voir  que  les  points  m et  m'  se  mou- 
vraient comme  des  points  libres,  si  l’on  appliquait  au 
jK)int  m deux  nouvelles  forces  dont  les  composantes  pa- 
rallèles aux  axes  fussent  égales  respectivement  à 


dy 


et  au  point  m'  deux  forces  dont  les  composantes  fussent 


v'h 

dy'  ’ 


X — .r 

-fl — , 


— f* 


Or  X ^ et  sont  les  composantes  d’une  force  égale  à 


X ■+"  normale  à la  courbe  mA.  Cette 

force  est  égale  et  contraire  à la  pression  que  supporte  la 
courbe  m A dans  le  mouvement  du  point  m. 


Pareillement  p ■ 


— ^ y — y 

-r-'  V-—!— 


sont  les  composantes 


d’une  force  dirigée  suivant  mm'  et  dont  l’intensité  est  p. 

Les  mêmes  remarques  s’appliquent  au  point  m' . 

Les  deux  forces  égales  et  contraires  dirigées  suivant 
mm'  expriment  les  actions  que  les  deux  points  m,  m' 
exercent  l’un  sur  l’autre  par  le  moyen  du  lien  mm'  : cha- 
cune de  ces  forces  est  égale  à la  tension  ou  pression 
(|u’ éprouve  ce  lien. 

On  éliminera  X,  X',  p,  p'  en  inulliplianl  les  équa- 
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lions  (5)' par  dx,  dy^  dx',  dy\  les  ajoutant  et  en  ayant 

egard  aux  équations  (3),  il  viendra 


ni 


fi'  X 

~ÛF 


, d'y  , 
dx  -I-  m — dy 
dO  ■ 


d'.T 

~dF 


de' 


d'y' 

~dF 


équation  qui  revieni,  h remplacer  dans  l’équnlion  (i) 
üx,  oy'  par  dx,  dy,  dx',  dy'. 
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- TRENTE-NEUVIÈME  LEÇON. 

MOMENTS  d'inertie. 

Déliiiîlions.  — Momeiils  d’inertie  d'un  j)ara1lélipipèdo  rcetuiigle.  — 
Ellipsoïde.  — Solides  de  révolution.  — Relation  entre  les  moments 
tl’incrtie  d'un  corps  par  rapport  à des  axes  parallèles,  — par  rapport  s 
des  axes  (]ui  passent  par  le  môme  point. 


' DEFINITIONS. 

512.  On  appelle  moment  d'inertie  d'un  point  matériel 
par  rapport  à un  axe  le  produit  de  la  masse  de  ce  point 
par  le  carré  de  sa  distance  à l’axe. 

513.  Le  moment  d’inertie  d’un  système  de  points  ma-  • 
tériels  dont  la  forme  est  invariable,  par  rapport  à un  axe, 

est  la  somme  des  moments  d’inertie  de  lotis  ces  points  par 
rapport  à cet  axe.  Ainsi  m,  . . , étant  les  masses 

des  molécules  et  r',  r'^, . . .\  leurs  distances  respectives 
•à  l’axe,  le  moment  d'inertie  du  système  sera 

f J ^ 

mr^  ■+-  «/'r'’-|-  ni"  r'^  ■+■ 

Nous  le  désitrneroiis  ordinairement  par  S mr’. 

514.  Les  points  matériels  qui  composent  un  corps 
n’y  sont  pas  répandus  d’une  manière  continue  : on  ^ ' . 
sait,  au  contraire,  qu’ils  sont  séparés  entre  eux  par 
des,  espaces  vides  qu’on  appelle  des  pores.  Cependant  on 
|>eut  dans  chaque  cas  obtenir  lé  moment  d’inertie,  en 
supposant  la  masse  distribuée  d’une  manière  continue 
dans  le  corps.  Cela  revient  à prendre,  au  lieu  de  Lnir’, 
l'intégrale*  définie  de  r^dm,  pour  toute  l'étendue  <lu 
corps,  ei,  comme  on  l’a  vu  en  Statî<|ue  à l’occasion  des 

f I 

i 

1 - ' 
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centres  de  gravité  des  corps  solides,  les  résultats  de-  ces 
deux  hypothèses  diflèrent  très-peu,  pourvu  que  les  pores 
soient  extrêmement  petits  relativement  au  volume  de  tout 
le  corps.  Il  suffira  donc  de  décomposer  le  corps  en  une- 
infinité  d’éléments  inCniment  petits-,  on  prendra  le  mo- 
ment d’inertie  d’un  élément  quelconque,  et  l’on  aura 
celui  du  corps  par  des  intégrations. 

MOMENTS  d’inertie  d’uN  PARALLÉUPIPÈDE  RECTANGLE. 

513.  Soit  ÂE  un  parallélipipède  rectangle,  et  propo- 
sons-nous de  trouver  ses  moments  par  rapport  aux  trois 

arêtes  contiguës  OA,  OB,  OC. 
Soit  m z)  un  point  quel- 
conque de  ce  solide.  L’élément 
qui  coiTespond  à ce  point  est 
un  parallélipipède  mm'  inGni- 
ment  petit  dont  le  volume  est 
dxdydz  et  la  masse  pdxdydz, 
^ P étant  la  densité  de  ce  corps 
que  nous  supposons  constante 
dans  toute  son  étendue.  La  dis- 
tance du  point  m à,  l’axe  Oz  est  .y/x*-!- y".  Donc  le 
moment  d’inertie  de  cet  élément  par  rapport  à Oz  est 

{ x’  -t-  ) P tirdydi , 

et,  par  suite,  le  moment  du  parallélipipède  est 

{jc'-\-y')dxdjrdt.  •.  -, 

Celte  intégrale  triple  doit  s’étendre  à toutes  les  valeurs 
positives  de  x,  jr,  z respectivement  plus  petites  que 
«,  t,  c ou  que  les  longueurs  OA,  OB,  OC  des  arêtes  du 
parallélipipède. 

Comme  z n’cnlre  que  par  sa  différentielle  sous  le  signe 
d’intégration,  il  parait  plus  simple  de  commencer  à inlé- 
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grer  par  rapport  à cette  variable  entre  les  limites  o et  c, 
ce  qui  donne 


dxdy. 


On  intègre  ensuite  par  rapport  à y depuis  y — o jusqu'à 
y—i>  et  eiifln  par  rapport  à x,  de  j:  = o à x = a.  On 
trouve  ainsi 

P ^ 

pour  le  moment  d'inertie  du  parallélipipède.  En  appelant 
M la  masse  du  corps,  on  a M = pabc.  L’expression  pré- 
cédente sera  donc  y (a’-f-i*).  La  même  ebosc  se  dira 

des  autres  axes,  en  sorte  que  les  moments  d’inertie  du 
parallélipipède  par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  Oz  sont 

^{a*+c»),  ^ 


Si  l’on  suppose 


rt  > A > c, 


fl’  + 6’  II’  b’ -t-  c’, 

et  l’on  voit  que,  des  trois  moments  d’inertie,  le  plus 
grand  correspond  à la  plus  petite  arête  et  le  plus  petit  à 
la  plus  grande. 


516.  Soit 


(0 


ELI.lPSOlnE  HOMOGENE. 


x’  y’  z’ 


l’équation  d’un  ellipsoïde  rapporté  à ses  diamètres  prin- 
cipaux : le  premier  membre  sera  moindre  que  i pour 
tout  point  intérieur,  et  plus  grand  que  i pour  tout  point 
extérieur. 
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Soit  P la  densité  du  solide.  On  verra,  cQiuuie  dans 
l’exemple  précédent,  que  le  moment  d’inertie  par  rapport 
à l’axe  O Z est  égal  à 


'fff  (x’  4-  tlxdydz , 


intégrale  triple  qui  doit  s’étendre  à toutes  les  valeurs  de 
X,  J',  2,  telles  que  l’on  ait 


jj 


517.  En  supposant  d’abord  x ei  y constants,  il  faut 
intégrer  par  rapport  à z depuis  la  valeur  , 


/ x’  r‘ 


jusqu  a 


/ ^ y • 

î=i4-cl/i 

V a'  h' 

Ces  valeurs  doivent  être  réelles.  On  aura  pour  résultat 


“ou  bien 


7.  Cf  J' Ç r'  dx  ^ 

+ 2cp  y y j'‘dy  y 

/ y‘‘  , 

/ I ; — dx  . 

r V 

Ces  deux  intégrales  s’étendent  à tontes  les  valeurs  de  x 
et  de  J',  telles  que  l’on  ait  . ; 

x’  r’ 


parce  que  le  radical  W i — p doit  être  réel. 
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1^7 


Mais  J'  y/r*  — y*riy  esl  égale  à la  moitié  de  l’aire  du 
cercle  dont  le  rayon  est  r,  c'esl-à-dire  à — - ou 


n A’  / x’ 
— 


■ ol8.  Il  reste  .à  intégrer  x*r/x  |i  — — J de  .r  = — a 
à 3.-=:  + a,  car  l’inégalité 


donne 


et,  par  conséquent,  x doit  être  comprise  entre  — « et 
-H  a.  On  aura  ainsi 


//'■"V'-S-?"-” 


y.TZfl^li 

75“’ 


ün  obtiendrait  de  même 


r r , / x’  r-  , l'K  b^n 

eu  changeant  A eu  a et  a en'è..  Donc  si  l’on  désigne  par  C 
le  moment  d’inertie  de  l’ellipsoide  par  rapport  à l’axe 
des  Z,  on  aura 

„ ^Tsoahc  , > . 

c = i-V-(«"+ 
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OU,  eu  posant 


(a)  ■ 


M = 


4«p 


abc 


M étant  la  ina.ssc  de  l'ellipsoïde, 


(3) 


M 

C = -(«’-ï-é»). 


On  aura  de  la  même  manière  les  moments  d’inertie  par 
rapport  aux  autres  axes  Ox  et  Oj'.  Ainsi,  en  résumé,  M 
étant  la  masse  de  l’ellipsoïde  et  A,  B,  C désignant  ses 
moments  d’inertie  par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  Os, 
on  aura  • 


t4) 


B = ^ (a’+e‘), 
C = ~(a>-hb^). 


ai 9.  Si  l’on  fait 


a = b = c — I 


on  trouvera 


2M 


8 Jrp; 

l5 


pour  le  moment  d’inertie  d’une  sphère  par  rapport  à un 
diamètre  quelconque. 

Si  le  rayon  de  la  sphère  augmente  de  dr,  son  moment 

8 * 

d’inertie  s’aceroit  de  sa  dilTérenliellc  -npr*dr,  qui  est 

par  conséquent  le  moment  d’inertie  de  la  couche  infini- 
ment mince  comprise  entre  les  deux  surfaces  sphériques 
concentriques  dont  les  rayons  sont  r et  r -f-  dr. 

On  conclut  de  là  que 


8 ir  / " 

Tl  *'■ 


(/r 


bigitized  by  Google 


TRBNTE-?iF.tIVIÈME  LEÇON.  / 1 29 

cstie  monient  d’inerfte,  relativement  à un  diainèire  quel- 
conque, d’une  couche  sphérique  dont  les  rayons  intérieur 
. et  extérieur  sont  a et  b,  et  dans  laquelle  la  densité  p» 
supposée  la  même  pour  tous  les  points  situés  à une  même 
‘ distance  du  centre,  est  variable  avec  cette  distance. 


SOLIDES  DE  HÉVOLDTION. 


52U.  On  peut  connaître,  par  une  seule  intégration,  le 
moment  d’inertie  d’un  solide  de  révolution,  par  rapport 
à son  axe. 

Soient  Gp  la  courbe  méridienne  et  Ox  l'axe  de  révolu- 
Fic.  i58.  tion.  Prenons  cette  droite  pour 

axe  des  x,  et  pour  axe  de§  y une 
perpciîdiculaire  Oy  située  dans 
le  plan  du  méridien. 

Soient  MP  et  M'  P'  deux  or- 
données infiniment  voisines,  et 
NKK'N’  un  rectangle  compris 
entre  ces  deux  ordonnées;  si 


l’on  pose 


PN  = h,  OP=.r, 
NKK'  ÎV'=:rf«£êr,' 


et  le  volume  du  solide  engendré  par  la  révolution  de  ce 
rectangle  sera 

2 fr  udueLr,  • 

Donc  le  moment  d’inertie  de  ce  solide  sera 

2 TT  jj  « du  t/x  X «’  ou  2 TT  P u^dudx , » 
et  celui  du  solide  engendré  par  PMM'P' 


! n-  I fi  U 

J O 


' diidx, 


c’est-à-dire  2 7rpj*rfx;  et  enfin  le  moment  d’inertie  du 
II. 


9 
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volume  engendré  par  la  révolution  de  l’aire  ACDB  sera 
» ■ 

> b 


y'dx. 


en  désignant  par  a et  i les  abscisses  OA  et  OP  des  extré- 
mités dé  la  courbe  CD-  ; 

••  • # > 

\ -521.  Cbercbons,  par  exemple,  le  moment  d’inertie  du 
segment  sphérique.  H suffira  de  supposer  que  la  courbe 
CD  est  le  cercle  qui  a pour  équation 

XX  irx  — x'.  . . , 

Si  l’on  porte  cette  valeur  dans  l’expression  , ’ . ' , . 

.V* 

-icpj  y*dx, 

on  aura  l’intégrale  < 

i r’' 

-Trp  I (2  ne — x^)'Jx. 

On  .trouve,  en  effectuant  l’intégration, 

I , /ir'  h' 

expression  qui  donne  pour  le  moment  d’inertie  de  ‘ 

la  sphère  entière,  en  faisant  A = 2 r. 


RELATION ’EHTRE  LES  MOMEHTS  D IIIEKTIE  PAU  RAPPORT 
A DEUX  AXES  PARAI. LÈLES.  . . 


322.  Etant  donné  le  moment  d’inertie  d’un  corps  so- 
lide par  rapport  à un  axe  qui  passe  par  sou  centre  de 
gravité,  il  ést  facile  d’ayoir  son  moment  d'inertie  par  rap- 
port à un  autre  axe  parallèle  au  premier. 


t 
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Prenons  le  oenlre  tlo  gravité  pour  origine  des  coordon- 
nées , le  premier  axe  pour  axe 
des  Z,  et  pour  plan  des  xz  le 
plan  des  deux  axes  parallèles. 
Soit  a leur  plus  courte  distance 
OA. 

Considérons  un  point  quel- 
conque M (a:,  y,  z)  du  système, . 
et  soit  m la  masse  de  ce  point  : 
nommons  r et  R ses  distances 
MH,  MK  à Oz  et  à AB.  On  a 


R’  = (a:  — fl)*  4-  = x’  — aax  -t-  a}, 

ou,  à cause  de  = r*,  , 

R’=/-’ — i.ax-\-n'. 

Par  suite 

( I ) OT  R’  = r-  ' — a nnix  mai'. 


On  aurait  des  équations  analogues  pour  tous  les  points 
du  système.  Donc  en  les  ajoutant  et  désignant  par  M la 
masse  du  corps,  on  a 


^ m R’=  2 mr\ — a n ^ mx  -i-  M»’. 


L’origine  des  rooidonnées  étant  le  centre  de  gi-avité 
du  corps,  on  a 

(a)  ^TOx  = o. 

On  a donc  enfin 

(3)  2 B’  = ^ 'nr'  -t-  M«’. 

Ainsi  le.  moment  d'inertie  d'un  système  de  points 
par  rapport  à un  axe  ffuelconqüe  est  égal  à celui  da  ce 
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système  par  rapport  à un  axe.  parallèle  à celui-ci  mené 
par  le  centre  de  gravité,  augmenté  du  produit  de  la 
masse  du  corps  par  le  carré  de  la  distance  des  deux 
axes.  On  conclut  de  la  que  le  moment  d’inertie  d’un 
corps  par  rapport  à un  axe  qui  passe  par  son  centre  de 
gravité  est  moindre  que  pour  tout  autre  axe  parallèle  à 
celui-ci  ; que  ce  moment  est-le  même  pour  tous  les  axes 
parallèles  et  également  éloignés  du  centre  de  gravité, 
et  qu’l?  augmente  à mesure  que  V axe  s'éloigne  de  ce 
point. 

Si  l’on  représente  '^rnr*  par  MA*,  l’équation  préré- 
dente  peut  s’écrire 

(4)  2/nR>  = M{A’+n>). 

RELATION  ENTRE  LES  MOMENTS  d’iNERTIE  PAR  RAPPORT  A 
DIFFÉRENTS  AXES  QUI  PASSENT  PAR  LE  MEME  POINT. 

623.  Soient  01  un  axe  quelconque  et  Ox,  0_y,  Oz  trois 
axes  rectangulaires.  Désignons 
par  m la  masse  d’un  point  quel- 
conque M(x,y,  Z ).^ Abaissons 
MH  perpendiculaire  sur  01  et 
posons 

OM  = « , MH  = r. 

On  a 

(i)  r\=  li" — (acosMOH)’; 

or  a,  6,  y étant  les  angles  que  01  fait  avec  Ox,  O^,  Oz. 
on  a 

Il  cos  MOH  = T cos  a -I-  J COS  e + Z cos  y. 

D'ailleurs 

«'=  s’- 

! 


Fig.  i(k>. 
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P<"«r  conséquent 

(2)  r'z=x'‘-^y^  -i-  Z-  — ( JC  cos  a -t- J COS  P -f-  3 COS7)', 

que  l’on  peut  écrire  ainsi  : 

r ’ = ( Jc’  -f-  ) ( cos-'  a -(-  cos’  6 + cos’  7 ) 

— (.r  cos  a -f-  y cos  P + Z COS7  )’, 

à cause  de 

cos’  a -f-  cos'  6 + cos’  7=1. 

Kn  développant  l’équation  (3),  on  a 

I ~ *’)  cos’a  + (jc’-l-  z’)  cos’ P + (.r’ -+._)<■’)  cos’ 7 

I — 7.yz  cos  ë cos  7 — 2 jcz  cos  a cos  7 — 2 x/  cos  a cos  C . 


Multiplions  cette  équation  par  m et  ajoutons  toutes  les 
é([uations  analogues  relatives  aux  autres  points  du  sys- 
tème : nous  aurons,  en  désignant  par  p le  moment  d’iner- 
tie de  tout  le  système  par  rapport  à l’axe  01, 


I ft  = cos’  a ^ m CO*’  ® 2 n)  (x’  -H  z’) 

(5)  ' ■ -I- cos’7  ^/n  (x’ j’)  — 2 cos ê cos 7 2 m/z 

I — 2 cos  a cos  7 mxz  — 2 cos  a cos  ë ^ wxj. 

Les  coefficients  des  cosinus  dans  le  second  membre  sont 
des  valeurs  indépendautes  de  la  direction  de  l’axe  01. 
Posons 


1 A z=2"'0’-t-2’), 

(<*)  : b = 2 


D = 2 w/z, 
E = 2 mxz, 
!•'  ^ 2 "'XV. 
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Â,  B,  (J  sont  les  moments  d’inertie  du  système  par 
rapport  aux  axes  de  coordonnées.  La  valeur  de  pt 
devient 


ifx  = A ros=  a + B cos’  6 + C cos’  7 

— a 0 cos  6 cos  7 — 2 E cos  a C0S7  — 2 F cos  a cos 


■( 
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SUITE  DES  JWMENTS  d’iNBHTIE.  — BOTATl'oN  AUTOUB  D U.N  AXE. 

Ellipsoïde  central.  — Axes  principaux.  — Relation  entre  les  axes  princi- 
paux relatifs  à dilférents  points.  — l.ieu  des  points  dont  les  moments 
principaux  sont  égaux.  — Rotation  d’un  corps  autour  d’im  axe  fixe. 


<- 


■ ellipsoïde  centbal. 


524.  Ou  peut  représenter  par  la  construction  géohic- 
trique  suivante  la  relation  qui  existe  entre  les  moments 
d’inertie  pris  par  rapport  à différents  axes  concourants.  ‘ 
Sur  la  droite  01  [fig-  i6o,  p.  i3a)  prenons-une  lon- 
gueur ON  = Sur  une  autre  droite  01'  prenons  égale- 

’ Vf*  ■ 

ment  une  longueur  ON'  = p'  étant  le  moment  d'i- 

nertie  du  système  par  rapport  à 01'.  Concevons  qu’on  ait 
fait  la -même  construction  pour  toutes  les  droites  menées 
par  le  point  O.  Quand  on  connaîtra  le  lieu  des  points 
N,  N',...,  on  aura  le  moment  d’inertie  par  rapporta, 
tout  axe  donné  en  élevant  au  carré  l’inverse  de  la  portion 
de  cet  axe  compris  entre  le  point  O et  le  lieu  des  points  N. 
Soient  X,  Y,  Z les  coordonnées  du  point  N.  On  a 


cos  a = 


ON 


fi  Y 
COSê  = — ^ 

ON 


c’est- à -dire 

vosx  = X^,  cosS  = Y^ft,  cos7=Z^pi. 
Portant  ces  valeurs  dans  l’ccpiation  (7)  du  ii"  523  cl 
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supprimant  le  facteur  commun  p,  on  a 

(i)  AX'  4-  BY’  -hCZ‘  — 2 DYZ  — 2 EXZ  — 2 FXY  = o. 

Or  ce  lieu  géométrique  est  un  ellipsoïde  puisque  cette 
équation  représente  une  surface  du  second  degré  ayant 
le  centre  pour  orig'ine  et  que  le  rayon  vecteur  mené 

par  le  centre  et  égal  à est  toujours  réel  et  fini;  car  la 
Vf* 

quantité  p=  est  finie  et  jxjsitive. 

AXES  PUIMCIPAUX. 

325.  On  peut  choisir  les  axes  coordonnés  tels,  que  les 
rectangles  de  l'équation  (i)  disparaissent,  en  les  prenant 
dirigés  suivant  les  axes  principaux  de  l’ellipsoïde.  On 
a dans  ce  cas,  d’après  les  valeurs  de  D,  E,  F (523), 

^ /nrz  = O , ^ mjTî  = O , ^ mxy  = o. 

Ces  trois  axes  sont  appelés  les  axes  principàuX  d'inertie 
du  système  relatifs  au  point  O,  et  les  moments  d’inertie 
correspondants  sont  dits  moments  principaux. 

526.  Le  système  des  axes  principaux  est  unique,  à 
moins  que  l’ellipsoïde  ne  soit  de  révolution  ou  n’ait  deux 
de  ses  axes  égaux.  Dans  ce  cas  l’axe  de  révolution  .et  deux 
diamètres  perpendiculaires  entré  eux  et  à cet  axe  forment 
un  système  d’axes  principaux.  Il  y en  a alors  une  infinité. 
On  en  trouve  encore  un  nombre  infini  si  les  trois  axes 
principaux  de  l’ellipsoïde  sont  égaux  entre  eux.  Dans  ce 
cas  l’ellipsoïde  devient  une  sphère;  on  a A = B = C,  et 
trois  diamètres  quelconques  perpendiculaires  entre  eux 

sont  des  axes  principaux,  pour  lesquels  ^^mxz, 

^^mxy  ou  D,  E,  F sont  louiouis  milles.  De  jdus,  les 
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moments  d’inertie  par  rapport  à ces  axes  sont  égaux.  C’est 
ce  qu’on  peut  vérifier  en  faisant  dans  la  valeur  générale 
de  fx  (523)  l’hypothèse  actuelle  ; 

D = o,  E = o,  F = o,  A=B  = C, 


ce  qui  donne 


[X  = A (cos’  * + cos'  S -+-  cos'  7 ) = A. 


Ainsi  la  valeur  de  fx.  est  indépendante  des  angles  a,  6,  y, 
c’est-à-dire  de  la  direction  01. 

527.  Revenons  au  cas  où  A,  B,  C sont  différents  entre 
eux.  On  a 

ft  = A cos'  a -t-  B cos'  S -h  C cos'  7 , 
ou,  à cause  de  cos*«  = i — cos*  c — cos*  y, 

[t  = A — (A  — B)  cos' 6 — (A  — C)  cos' 7. 


Donc  si  l’on  suppose 

on  aura 
On  a de  même 


A>B>C, 

fi  A . 


d’où 


fi  = C-t-(A  — C)  cos'  a -t-  ( B — C)  cos'  S , 


fi>C. 


Ainsi  A est  le  plus  grand  et  C le  plus  petit  de  tous  les 
moments  d’inertie  relatifs  aux  divers  axes  qui  passent  par 
le  point  O.  En  d’autres  termes  le  moment  d’inertie  le 
plus  grand  correspond  au  plus  petit  .axe  de  l’ellipsoïde, 
et  le  plus  petit  correspond  au  plus  grand.  Cela  résulte 
d’ailleurs  de  la  forme  connue  de  l’ellipsoïde  et  de  ce  que 
le  moment  d’inertie  correspondant  à un  axe  est  e'n  raison 
inverse  de  la  racine  carrée  du  diamètre  correspondant. 
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5S8.  Oii  peut  prendre  des  axes  courdounés  tels,  que 
deux  des  rectangles  disparaissent  dans  l’équation  de  l’el- 
lipsoïde et  qu’elle  prenne  la  forme 

AX* -H  BY’ -t- CZ>  — 2 FXY  = I , 

L’axe  des  z est  alors  un  axe  de  l’ellipsoïde  et  par  consé- 
((uent  l'un  des  axes  principaux  du  corps  relatifs  au  point 
(J.  L’axe  des  x et  l’axe  des  y sont  dans  le  plan  perpendi- 
culaire à Oz,  qui  contient  les  deux  autres  axes  principaux 
du  corps,  avec  lesquels  ils  coïncideront  quand  la  troisième 

somme  sera  nulle  eu  même  temps  que  les  deux 

autres  2 

IVECATntlN  ENTRE  LES  AXES  PRINCU'AtX  RELATIFS  A 

différents  points. 

» 

529.  Les  axes  principaux  relatifs  à un  point  quel- 
conque d'un  corps  sont  parallèles  aux  axes  principaux 
relatifs  au  centre  de  grai>ité  de  ce  corps  lorsque  la  droite 
qui  joint  le  premier  point  au  second  ^t  un  axe  principal 
relatif  au  second. 

Soient  O le  centre  de  gravité  d’un  système  de  points  et 
0.r,  Oy,  Oz  les  axes  principaux  relatifs  à ce  point.  Par 
un  point  O'  de  l’axe  Oz  menons  0'.r',  O'j'  parallèles  à 
Ox  et  à Oy.  Je  dis  que  O'  z , O' xi,  O'y'  sont  les  axes, 
principaux  du  système  relatifs  au  point  O'. 

Soit  M un  point  du  système  ayant  x,  jr'i  z pour  coor- 
données par  rapport  aux  axes  Oo:,  Oy,  Oz,  et  x',  y',  z' 
par  rapport  aux  axes  O'x',  0'y',  0' z.  Puisque  les  pre- 
miers axes  Ox,  Oy,  Oz  sont  des  axirs  principaux  par 
rapport  au  centre  de  gravité,  on  a 

' uixz  — O, 

Mais,  si  l'on  sujiposc  le  point  O'  situé  sur  l’axe  des  z à 
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une  distance  h du  point  O,  on  a 


i3t) 


X — X 

donc  on  a d’abord 


y=r  ; 


ensuite 


’^mx'  y ' = 21  = O ; 

2 my'  z'  = 2 


Mais  est  nul  par  hypollièse  et  2niX  également, 

puisque  le  point  O est  le  rentre  de  gravité  du  système  : 
donc  2"ÎX*^^  ^'.y'  pi'ineipal  re- 

lativement à O'.  On  démontrerait  de  même  que  O' x'  est 
un  axe  principal  relatif  au  même  point. 

rniNT.S  POUR  LESQUELS  LES  MOMENTS  PRINCIPAUX  d’iNEUTIE 
d’un  corps  SONT  ÉGAUX. 

530.  Problème.  — Quel  est  le  point  d'un  corps  pour 
lequel  les  trois  moments  principaux  et  par  suite  tous  les 
moments  relatifs  à des  axes  quelconques  passant  paf  ce 
point  sont  égaux  entre  eux  ? 

Prenons  pour  axes  coordonnés  Ox,  Oj,  Oz  les  trois 
axes  principaux  relatifs  au  centre  de  gravité  du  système 
donné.  Soient  at,  6,  y les  coordonnées  d'un' point  O'  rem- 
plissant la  condition  exigée.  Alors  trois  axes  rectangu- 
laires quelconques  ayant  le  point  O'  pour  origine  seront 
des  axes  principaux  du  système.  Donc  si  l’on  prend  trois 
axes  O'x',  O' y',  O' z'  pai-allèles  aux  premiers,  on  aura 


nir  2=0, 


2-r'2'=o,  2 


mais  on  a 
, r = x' 


r^y'y  6, 


nix  ^ = O ; 


hV, 


Digitized  by  Googlc 


l4o  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

et,  puisque  les  axes  primitifs  sont  des  axes  principaux, 


2 = 


m.vi  = 0 1 ^ mxy  = o , 


ré(|uatioii  ^^mx' y' = O revient  à 

— a)(j  — 5)  = o, 

ou  bien 

. ^ tnxy  — 6 2 mx  — * my  + xS  ^ m — o. 

Mais  ^t//xy,  ^mx,  ^ iny  sont  uulies;  donc 
a6  = o , 

et  l’on  trouverait  de  même 

ay  = o,  Sy  =:  <1. 

11  résulte  de  là  que  deux  des  trois  inconnues  a,  o,  y 
doivent  être  nulles.  Supposons  que  ce  soient  6 et  y.  Alors 
le  point  0'  est  sur  l’axe  Ox. 

531.  Jusqu’à  présent  nous  avons  exprimé  que  les  axes 
principaux  relatifs  au  point  O'  sont  parallèles  aux  axes 
Ox,  Oj,  O Z.  11  faut  exprimer  que  les  moments  corres- 
pondants aux  nouveaux  axes  sont  égaux.  Or,  d’après  un 
ibéorèine  démontré  (5i22),  ces  moments  sont 

A,  C-HMa^ 

on  doit  donc  avoir 


donc 


A = B -t-  ÎM  a=  = C -+-  M ; 
B = C, 
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< ' ' 

et  ensuite 


ce  qui  exige  que  l’on  ait  A > B.  Il  faut  que  rdlipsoïde 
relatif  au  point  O soit  de  révolution  autour  de  son  petit 
axe,  actuellement  dirigé  suivant  l’axe  des  jc  et  auquel  se 
rapporte  le  moment  A.  Il  existe  alors  deux  points  O'  et 
O,,  symétriques  par  rapport  au  point  O et  situés  à une 

distance  de  ce  point  égale  à 

532.  Prenons  pour'exemple  l’ellipsoïde 


On  a vu  (518)  que,  M étant  la  masse  de  cet  ellipsoïde, 
les  moments  par  rapport  aux  axes  sont 

A = 1m  (*’-+- c=), 

O 

B = c»), 

C = gM(<i’-4-  fc*). 

Or  le  centre  de  l’ellipsoïde  est  son  centre  de  gravité  et 
ses  axes  sont  les  axes  principaux  d’inertie;  car  on  a évi- 
demment pour  ce  point 

'^mxy—o,  ^mx3  = o,  '^myz=zo. 

Supposons  aC^b,  alors  A > B,  et  pour  qu’il  existe  un 
point  O',  il  faut  qu’on  ait  B = C,  c’est-à-dire  b=c. 
Donc  l’ellipsoïde  doit  être  de  révolution  autour  de  l’axe 
OA.  Il  y aura  donc  deux  points  répondant  à la  ques- 
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lion,  situés  sur  le  plus  pelil  axe  et  à des  distances  de 

l’origine  égales  à ± 

Ces  points  seront  en  dedans  ou  en  dehors  de  l’ellip- 

_ 

solde,  suivant  que  l’on  aura  - — g-  ou  l>0a  \/6.  Ils 

seront  aux  extrémités  du  petit  axe,  si  l’on  a.  b = a 


MOUVEMENT  UE  ROTATION  d’uN  SYSTÈME  SOLIDE  AUTOUR 

d’un  axe  fixe. 

.533.  Dans  un  pareil  mouvement,  tous  les  points  du 
système  décrivent  des  arcs  de  cercles  semblables,  dont  les 
rayons  sont  leurs  distances  à l’axe.  Ces  rayons  décrivent 
autour  de  l’axe  des  angles  égaux,  dans  un  même  temps. 
Tous  les  points  situés  à la  même  distance  de  l’axe  ont  à 
chaque  instant  la  même  vitesse,  et  celle  des  points  situés  à 
une  distance  égale  à l’unité  est  ce  qu’on  appelle  la  vitesse 
angulaire  ou  de  rotation  du  système.  Nous  la  désignerons 
par  05  : c’est  généralement  une  fonction  du  temps.  La 

vitesse  ^ d’un  point  quelconque  est  proportionnelle  à sa 

distance  r à l’axe,  et  par  conséquent  elle  est  représentée 
par  rw.  En  effet,  soient  ds  et  da  les  arcs  infiniment  petits 
parcourus  par  le  point  considéré  et  par  un  autre  point 
situé  à l’unité  de  distance  de  l’axe;  ces  arcs  étant  .sem- 
blables, on  a 

et  par  suiii' 


.534.  Un  mouvement  de  rotation  est  dit  unijormc 
quand  la  vitesse  de  rotation  est  constante.  Ce  mouvement 
a lieu  lorsque  les  points  du  système  ne  çont  sollicités  par 
aucune  force  motrice  ou  par  des  forces  motrices  cjui  se 
font  équilibi’e  autour  de  l’axe  fixe. 


ih  = rdt , 


ih  dr 

7t~  ''Tt 
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En  ell'et,  soit  P la  force  motrice  d’un  point  m,  qui  dé- 
crit autour  de  l’axe  Oz.  un  arc  de  cercle  MmM'  d’un 
rajoii  Km  =7’.  La  force  qu’il  faudrait  appliquer  à ce 
point,  s’il  était  libre,  pour  lui  donner  son  mouvement 
effectif,  c’est-à-dire  pour  lui  faire  parcourir  l’arc  MmM', 
est  la  résultante  de  deux  forces  : l’une  la  force  tanfçen- 
tielle 


dv 

m — ou 
' dt  > 


dtù 


l’autre,  la  force  centripète,  dirigée  suivant  le  rayon  mA  : 


m — ou 
r 


Décomposons  la  force  motrice  P en  deux  autres,  Tune 
Z,  parallèle  à l’axe  Oz,  et  l’au- 
tre Q,  située  dans  le  plan  du 
cercle  MM',  à une  distance 
KL  = 9,  de  l’axe  Oz. 

D’après  le  principe  de  d’A- 
lembert,  toutes  les  forces  mo- 
trices du  système  font  équilibre, 
à chaque  instant,  aux  forces  ef- 
fectives prises  en  sens  contraire.  Mais,  pour  tous  les 
points  du  corps,  les  composantes  — et  Z sont  tou- 
jours déduites  par  la  résistance  de  l’axe  fixe.  D’ailleurs 
les  autres  composantes  étant  dans  des  plans  perpendi- 
culaires à l’axe,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  de  leurs 
moments  par  rapport  à celui-ci  soit  nulle,  d’où  ré.sulle 


dot 

ou,  puisque  est  le  même  pour  tous  les  points  du  sys- 


leine, 
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ul,  par  roJiséqueiit, 

'''  2-^*’ 

Cette  équation  détermine  la  vitesse  angulaire  à une 
époque  quelconque.  C’est  l’équation  du  mouvement. 

On  en  déduit  que  si  les  forces  motrices  sont  nulles,  on  a 
rfo.  ' ' , , . 

dt 

forme. 

Il  est  encore  uniforme  quand  les  forces  se  font  équi- 
libre autour  de  l’axe;  car  on  a dans  ce  cas  2Q»  = o, 

et  comme  ^ n’est  pas  nulle,  on  aura  ^ = o,  et  la 
vitesse  angulaire  o)  sera  constante.  * 
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QUARANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

MOUVEMENT  DE  ROTATION  AITOEB  d’iTN  AXE  (si'ITP.). 

Cas  où  le  corps  est  rais  en  mouvement  par  des  percussions.  — Calcul  des 
percussions  exercées  sur  Taxe  fixe.  ~ Gas  oil  l'axe  n'éprouve  aucune 
percussion.  — Condition  pour  qu’il  n’y  ait  de  percussion  qu'en  un 
point  de  l’axe. 


CAS  OU  LE  COttl’.S  EST  MIS  EN  MOUVEMENT  PAR  DES  ' 
PERCUSSIONS. 

î)3o.  Supposons  que  ions  les  points  du  système  soient 
mis  en  mouvement  par  des  per- 
eussious  simultanées.  Décompo- 
sons chaque  force  instantanée  P 
en  deux  ; l’une  Z,  parallèle  à 
l’axe  Oz  et  qui  'est  détruite  par 
la  résislanre  de  cet  axe  ; l'antre 
Q,  située  dans  le  |>lan  MmM', 
perpendiculaire  à cet  axe.  Soit  p 
la  vitesse  que  cette  dernière  composante  qu’il  suffit  de 
considérer  serait  capable  d’imprimer  au  point  m s’il  était 
libre  : me  sera  la  tjuantité  de  mouvement  correspondanle. 
Si  w est  la  vitesse  de  rotation  du  système,  la  quantité  de 
mouvement  cflèclive  du  point  m situé  à une  distance  r de 
l’axe  est  mro).  Donc  si  l'on  appelle  q la  pcrpendiimlaire 
KL  ahai.ssée  du  point  K sur  la  direction  de  la  force  Q, 
on  aura,  en  exprimant  qu’il  y a équilibre  entre  les 
quantités  de  mouvement  imprimées  et  les  quantités  de 
nioiivemcnt  elVectives,  eelles-ri  étant  prises  en  sens 
Il  . 10 


Fig.  i6  j. 


1 


i46 

contrai r<“  ; 

tl’où 

(>) 
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ntvq  — w mr^  = O , 


^rrivq 


536.  Supposons  t|ue  toutes  les  vitesses  e,  e',  t/',. 
communiquées  .à  dilVérents  points  du  système  par  des  per- 
cussions, soient  égales  et  parallèles,  et  désignons  par  p la 
somme  des  masses  des  points  qui  reçoivent  directement 
cette  vitesse  commune  e,  que  les  liaisons  du  système  les 
empêchent  de  prendre  réellement.  Appelons^/ la  distance 
du  centre  de  gravité  de  la  masse  p à un  plan  passant  par 
l’axe  et  parallèle  à la  direction  des  vitesses.  On  a,  d’après 
les  propriétés  connues  du  centre  de  gravité, 

^ rm’q  = l’^mq  = l'jx/, 

Cl  la  formule  (i)  devient 

(.) 

Rcmar(|uons  que  p peut  n’ètre  pas  la  masse  totale  du 
système;  mais^mr*  est  son  moment  d’inertie  total. 

Si  le  système  est  un  corps  solide  continu,  il  faut  rem- 
placer 2"*^*  P®*"  l’intégrale  J' l'dm  prise  dans  toute 
l’étendue  du  corps 

537.  La  formule  (2)  convient  à un  corps  solide  C 
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mobile  autour  d’un  axe  fixe  Oz,  choqué  par  un  autre 
corps  C|  qui  après  le  choc  reste  attaché  en  Cj  au  premier 
et  dont  tous  les  points  sont  animés  de  vitesses  égales  et 
parallèles.  Il  faut  alors  supposer  que  p est  la  masse  du 
corps  C,,  sa  vitesse,  f la  distance  de  son  centre  de  gra- 
vité à un  plan  passant  par  l’axe  et  parallèle  à la  direction 

de  la  vitesse  v : enfin  que  est  le  moment  d’inertie 

du  système  invariable  formé 
par  les  corps  C et  Cj.  Il  est 
évident  que  cela  revient  à 
imprimer  aux  points  de  la 
partie  Ct  du  système  (C,Cj) 
des  percussions  capables  de 
donner  à tous  les  points  de 
cette  masse  p des  vitesses 
égales  ct  parallèles  à e. 

o38.  Si  le  corps  C est  choqué  simultanément  par  plu- 
sieurs masses  p,  p',  fi",...,  animées  de  vitesses  différentes 
ct  qui  lui  demeurent  attachées  après  tous  ces  chocs,  on 
aura 

s W = > 


Fig.  iG3. 


^pey  indiquant  la  somme  de  toutes  les  quantités  ana- 
logues à p^y  ct  relatives  aux  masses  p,  p',  p", .... 


339.  La  fonnulc  (i)  peut  se  déduire  de  l’équation  (33i) 
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Je  la  inèaie  manière  qu’on  èlend  le  principe  Je  J’Aleni- 
bcrl  aux  qiianlilés  de  mouvement  iinies.  Il  suffit  de  sup- 
poser que  la  force  Q qui  agit  perpendiculairement  à l’axe 
est  une  percussion.  Le  temps  6 de  son  action  étant  très- 
court,  il  est  permis  de  supposer  que  q reste  constant  pen- 
dant cet  intervalle  de  temps.  Alors,  si  l'on  intègre  l’étjua- 
lion  precedente  depuis  t = o jusqu’.à  t = 0,  on  obtient 


«lotie  . . 

2 '"'"l 

f,>  :::r 

2- 

tiW).  Si  le  système,  au  lieu  d’ «'prouver  des  percussions 
simultaiiécs,  reç««it  une  suite  de  cbocs  se  snccAlant  à des 
tipoques  quelconrjucs,  la  vitesse  angulaire  sera  toujours 
donnée  par  la  formule 

(t««/-f-  . . 

'■>  = ) 

2- 


car,  après  un  premier  choc,  le  mouvement  est  le  même 
qtie  si  le  choc  avait  lieu  à cet  instant-là,  le  corps  étant 
en  repos;  par  «'Oiiséquent  on  peut  supposer  que  le  corps 
reçoive  le  premier  choc  et  le  second  au  même  instant 
pour  déterminer  la  AÎtesse  angulaire  après  la  seconde 
percussion,  et  il  en  sera  de  m<*me  pour  de  nouvelles  per- 
cussions. 
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CALCUL  DES  PERCUSSIONS  EXERCÉES  SUR  l’aXE  FIXE. 

5H.  Supposons  que  le  corps  soit  mis  en  inouvemcnt^ 
par  une  force  instantanée  qui  imprimerait  une  vitesse  V 
à une  certaine  masse  p au  centre  de  gravité  de  laquelle 
elle  serait  appliquée.  Cette  force  instantanée  ou  percus- 
' sion  a pour  mesure  la  quantité  de  mouvement  ftV.  Pre- 
nons toujours  l’axe  fixe  pour  axe  des  z,  et  pour  plan  des 
xy  le  plan  perpendiculaire-  à 
l’axe  fixe  mené  par  le  point  du 
corps  auquel  est  appliquée  la 
force  instantanée.  INous  dési- 
gnerons par  « et  6 les  coordon- 
nées de  ce  point  d’application. 

On  sait  que  les  quantités  de  mou- 
vement imprimées  aux  dillérents 
points  doivent  faire  équilibre  ‘ 
aux  quantités  de  mouvement  effectives,  prises  en  sens  con- 
traire, et  cet  équilibre  doit  avoir  lieu  eu  vertu  de  la  fixité 
de  l'axe.'  On  peut  rendre  cet  axe  immobile  en  fixant  deux 
de  ses  points  pris  à volonté.  Prenons  le  point  O,  origine 
des  coordonnées,  et  un  autre  point  11  quelconque  sur  Oz. 

En  sup|)üsant  que  ces  points  cessent  d’être  fixes,  ou 
pourra"  détruire  les  percussions  exercées  sur  l’axe  et 
*'  maintenir  cet  axe  eu  repos,  en  app1i(|uant  aux  deux 
points  O et  H deux  forces  insîantauées  R,  et  Rj  d’inten- 
sités et  de  directions  convenables.  Si  l’on  introduit  ces 
deux  forces,  qui  représentent  la  résistance  des  points, 
l’équilibre  îura  encore  lien  en  regardant  le  corps  comme 
êntièrement  libre.  Il  faut  donc  appliquer  ,à  ce  système  de 
forces  les  conditions  d’équilibre  connues  d’un  corps  cn- 
• tièrement  libre. 

Soient  X,  Y,  Z les  composantes  de  la  quantité  de  inou- 
vement  uV,  et  X,,  Y,,  Z,  celles  de  la  résistance  du  point 
t);  Xj,  Y 'i,  Zj  celles  de  la  u'sislancc  ihi  point  II;  enfin 


F|(J.  |C/|; 
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rfj-  dy  <!z  . , . . , 

Tit'  "‘lit’  "‘'dt  “*'■  (juaiilite  du 

mouvemenl  ufl’eclive  pour  le  point  in  : soit  OH  = h.  On 
aura  (l’abord  les  trois  équations 

X — ^ ^ -H  X,  + X:  =r  O, 

Y — 2"'  + Y,  4-  Yj  = O, 

’l*  — tn  -f-  Z,  + Z;  = O , 

dt  • 

Cl  les  équations  des  moments 

1 Y,/,-zp4-2'”(rJ,-^  J)  = o, 

(a)  / x,/.  + z.  + 2'"(=$-^S)="> 

5i2.  On  peut  transformer  ces  équations.  En  remar- 
quant d’abord  que  z est  constante,  puisque  chaque  point 
décrit  un  cercle  parallèle  au  plan  des  xy^  on  a 


dz 


De  plus,  en  désignant  par  0 l’angle  que  mK  fait  avec  une 
parallèle  à l’a\e  des  x menée  par  le  point  K,  on  a 

•r  r=  r cos 6,  _7-  = rsinS,  • 


d’où  l’on  déduit 


dx  dy 

-=-yo>,  ^=-^« 


dt 


dd  , 


puisque  — n’est  anlre  chose  que  la  vitesse  angulaire  oi. 
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On  aura  donc 

2 /n  ^ = — 2 //,/w  = — wMj, , 

2 /H  ^ = ^^mxtù=  «MÆ|, 

Xi  et  yi  désignant  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
du  corps  entier.  D’après  cela,  les  équations  d’équilibre 
deviennent 


(3)  X + «Mj, -t-X,  + X,  = o, 

(4)  Y — «Mx,  + Y, +Y,i=o, 

(5)  Z -H  Z|  H- Z,  = o ; 

(6)  Y,  A*; — Z P — = 

{’j)  — X,  A-+-Za  — U mjrz  =z  O , 

(8)  xp  — Ya-t-u2«!/-’=:o. 


La  dernière  équation,  ne  contenant  pas  les  composantes 
des  résistances  aux  points  O et  H,  sera  l’équation  du  mou- 
vement, c’est-à-dire  qu’elle  déterminera  la  vitesse  angu- 
laire 6).  On  en  tire 


(9) 


_ Y«  — Xp 


!■ 


et  cette  valeur  de  w s’accorde  avec  la  ronliule 


ft.-/ 

Ctl  — y t 

en  désignant  par  a la  projection  de  la  vitesse  Y sur  un 
plan  perpendiculaire  à l’axe.  En  efl’et  pe/est  le  moment 
par  rapport  à l’axe  Oz  de  la  percussion  applicjuéc  an 
corps,  au  point  du  plan  xOy  qui  a pour  coordonnées 


l5'J  COUHS  UE  MÉCANIQUE. 

a.  S,  et  l’on  sait  que  re  moment  est  aussi  représeulé  par 
Ya  — XS. 

' t 

5i3.  Les  équations  (6)  et  (7)  déterminent  X,  et  Yj. 
Les  équations  (3)  et  (4)  feront  ensuite  connaître  X,  et 
Y,.  L’équation  (5)  donnera  la  somme  Z,  + Zj.  On  ne 
peut  pas  déterminer  séparément  Z,  et  Zj , paree  que 
ces  deux  forces  agissent  suivant  la  même  droite  Oz  et  se 
composent  en  une  seule  égale  à leur  somme.  Si  l’on  fait 
varier  la  distance  h,  les  équations  (6)  et  (7)  montrent 

que  Xj  et  Yj  varient  en  raison  inverse  de  h. 

• « 

CONDITIONS  POUP.  QUE  l’aXE  n’éPROUVE  AUCUNE 
PERCUSSION.  CENTRE  DE  PERCUSSION. 

• 

44.  Proposons-nous  maintenant  de  chercher  les  con- 
ditions qui  doivent  être  remplies  pour  que  l’axe  n’éprouve 
aucune  pércussiou.  Il  faut  pour  cela  que  les  composantes 
des  résistances  soient  toutes  nulles.  Si  l’on  introduit  ces 
hypothèses  dans  les  cinq  premières  équations  ("ÔIS),  elles 
deviennent 


(>) 

(’•) 

(3) 

(4) 

('•>) 


X -f-  wMjf|  — O, 
"Y  — - wM  J*,  = O, 
Z =r  o; 

= O , 
= O. 


L’équation  Z = O exprime  que  la  percussion  appli- 
<piée  à la  masse  p doit  agir  dans  un  plan  perpendiculaire 
à l’axe.  Les  deux  dernières  expriment  que  Oz  doit  être 
l’im  des  axes  principaux  d’inertie  relatifs  au  point  O. 

513.  Pour  interpréter  les  équations  (1)  et  (a),  faisons 
passer  le  plan  des  xz  par  le  cenüe  de  gravité  de  tout  le 
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corps  ; alors  on  a 

= o,  a-,  = GI=:rt, 

cl  les  deux  premières  conditions  deviennent 
X = o,  Y = (i>Ma. 

4.  , ' ’l  . 

La  première  indique  que  la  percussion  se  réduit  à sa 
composante  Y,-puisque  l’on  a déjà  Z = o,  c’est-à-dire  que 
la  percussion  doit  être  perpendiculaire  au  plan  zOG  qui 
passe  par  l’axe  et  par  le  centre  de  gravité  du  corps.  La 
seconde  va  nous  donner  la  valeur  de  J",'  c’est-à-dire  la 
plus  courte  distance  de  cette  force  à l’axe;  car  on  a - 


Y — (il-, 


f'*'/ 


et  l’équation  Y = oiMa  devient 

2""’ 


/ = 


Ma 


Soit  MA*  le  moment  d’inertie  par  rappoiT  à un  axe 
mené  par  le  centre  de  gravité  G du  corps  et  parallèle  à -■ 
Os  ; on  a 

2 mr^  = M ( a’  A’  ), 

et,  par  conséquent, 


f—a 


A’ 


o46.  En  résumé,  on  a les  trois  conditions  suivantes 
pour  que  l’axe  n’éprouve  aucune  percussion  : 

i”.  La  direction  de  la  percussion  doit  être  pcrpcndicn- 
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taire  au  plan  qui  passe  par  l’axe  fixe  el  par  le  cenlrc  de 
gravi  lé  du  corps. 

2“.  Cet  axe  doit  être  un  des  axes  principaux  pour  le 
point  où  il  rencontre  le  plan  qui  lui  est  perpendiculaire 
et  qui  contient  la  force  instantanée. 

3°.  Enfin  la  distance  de  cette  force  à l’axe  doit  être 

yf] 

égale  à aH 1 a étant  la.  distance  du  centre  de  gravité 

du  corps  à l’a;£e  et  MA*  le  moment  d’inertie  du  corps  re- 
lativement à un  axe  mené  par  ce  centre  de  gravité  paral- 
lèlement à l’axe  fixe. 

0-17.  Ou  appelle  centre  de  percussion  le  point  auquel 
la  percussion  doit  être  appliquée  dans  le  plan  passant  par 
l’axe  et  le  centre  de  gravité  pour  qu’il  n’y  ait  pas  d’effort 
exercé  sur  l’axe  fixe  : la  distance  du  centre  de  percussion 

P 

à l’axe  fixe  est  a H 

a 

Si  l’axe  passait  par  le  centre  de  gravité,  il  éprouverait 
toujours  une  percussion.  En  effet,  pour  qu’il  n’y  ait  pas  * 
d’effort  exercé  sur  l’axe,  la  percussion  appliquée  au  corps 
doit  être  égale  à caMn,  (545).  Elle  doit  donc  être  nulle 
si  a est  nulle,  c’est-à-dire  si  l’axe  passe  par  le  centre  de 
gravité  du  corps  : mais  alors/"  = 00  . Le  centre  de  perçus-, 
sion  serait  donc  à l’infini.  * 

548.  Réciproquement,  si  le  corps  est  en  mouvement 
autour  de  l’axe,  on  pourra  l’arrêter  brusquement  sans 
qu’il  existe  aucune  percussion  contre  l’axe  en  appliquant 
au  centre  de  percussion,  une  force  instantanée  égale  à 
gùMu,  perpendiculaire  au  plan  mené  par  l’axe  et  par  le 
centre  de  gravité  du  corps. 

CONDITIOM  POUR  qu’il  n’y  AIT  DE  PERCUSSION  Qu’eN  UH 
POINT  DE  l’axe. 

549.  Si  ce  |K>iut  est  le  point  H,  il  faut  que  X,,  Y,,  Z,, 
composantes  de  la  quantité  de  mouvement  due  à la  force 
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appliquée  au  pdiiit  O,  soient  nulles,  ce  qui  donne,  en 
supposant  y,  = O,  or,  = a, 

X,=  — X,  y,  = — Y + «Mn,  Z,=  — Z:' 


puis^ 


et  si  Z = 


O, 


_ Y«— xe_  P»/ 

mr^  rnr^ 

^ U E U D 

~«Ma  — Y~1T’ 


en  posant 

D = "^mjrz,  E = ^mxz. 

L’équation  de  condition  est  donc 

DY+  EX  = 6)Mn. 


Si  en  même  temps  D et  E sont  nulles,  c’est-à-dire  si  Oz 
est  un  axe  principal  d’inertie  pour  le  point  O,  on  aIi  = o 
et  la  percussion  est  appliquée  au  point  O. 


I 
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«> 

ROTATION  d’un  CORPS  AUTOUR  d'uN  AXE  (sUITE). 

Rolution  d’un  corps  sollicilc  par  des  forces  quelconques.  — Ures3Ît)ns 
sur  l’axe.  — Cas  où  il  n’y  a pas  de  forces  motrices.  — (’.as  où  les  forces 
motrices  se  réduisent  à un  couple  dans  un  plan  pcrpendiculaii'c  à 
l’axe.  — Mouvement  du  treuil. 


ROTATION  d’un  corps  SOLLICITÉ  PAR  DES  FORCES 
QUELCONQUES. 

Oüü.  Nous  allons  déterminer  le  mouvement  d’uii  corps 
assujetti  à tourner  autour  d’un  axe  fixe  et  sollicité  par  des 
forces  motrices  ijuclcoiiques,  qui  agissent  d’une  manière 
continue.  Nous  calculerons  ensuite  les  pressions  exercées 
sur  l’axe  à chaque  instant,  jiressioiis  qu’il  faut  bien  dis- 
tinguer des  percussions  initiales. 

Soient  (fig-  164,  p.  i49)  X,  Y,  Z les  composantes  de 
la  force  motrice  P du  point  m{x,y,  2 ),  t|ui  décrit  autour 
de  l’axcOzle  cercle  MmM'.  Les  composantes  de  la  force 
cH'eclive  du  même  point  prise  en  sens  contraire  sont 

rf’j  r/’r  rf’s  1 

— m — — » — m — — ) — m • 


D’après  le  principe  de  d’Alembert,  ces  forces  cl  les  forte.s 
analogues  pour  les  autres  points  du  corps  doivent  se  faire 
éijuilibre  au  moyen  de  l’axe,  ce  qui  exige  que  la  somme 
de  leurs  moments  par  rapport  à celui-ci  soit  nulle.  CXii  a *' 
doue  pour  équation  du  mouvement 
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CcUc  équation  contient  les  coordonnées  variables  avec 
le  temps,  de  tous  les  points  du  corps.  On  peut  la  simpli- 
fier et  n’avoir  plus  qu’une  seule  variable,  fonction  de  f. 
Soient,  en  elfet,  mK  = r et  mRM  = 0.  On  a 


.V  = r cos  0,  J-  = r sin  G , 

d’où  l’on  déduit  (542) 


. K, 


(ix 

T* 


dt 


c 

(l. 


ilonc  * 


0-  n'- 

4 


dy  dx 


d’où,  on  dillcroniianl, 


d'^y  d^x  d (û 

^ ^ lîF  ~ ' ~dt 


Par  suite,  l'équation  (i)  devient 
d 


ou  bien,  en  faisaiTt  passer  hors  du  signe  ^ le  facteur  ^ , 
qui  est  le  mrf;mc  à chaque  instant  pour  tous  les  points, 

V(Yx-xr) 


(2) 


'il 

Ht 


2""’’ 


équation  ([ni  s'accorde  avec  celle  qu’on  a (hij.à  trouvée 
(fini),' puisque 


q)^=Y,r-Xi. 
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Soi.  On  pourra  roiisiilérer  le  corps  comme  enlière- 
menl  libre,  pourvu  qu’on  applique  à deux  points  quelcon- 
ques O et  H,  pris  sur  l’axe,  deux  forces  11,  (X,,Y,,Z,  ) et 
Rj  (X,,  Y,,  Zs),  égales  et  contraires  aux  pressions  exer- 
cées sur  CCS  deux  points  à chaque  instant  du  mouvement. 
On  aura  donc,  en  posant  OH  = A,  les  six  équations 


—j  -hX,-i-X,  — o, 
2 ~ + 2,  -I-  Z,  = o. 


SS2.  On  simplifie  ces  équations  en  y introduisant  les 
dérivées  de  ti).  D’abord  z étant  une  constante,  on  a 


7/F 

dt^ 


dz 

di  ' 


On  a ensuite 


dx 

~dt 

7/T 

d 0) 


dy 
. dt 

dx 
w — 
dt 


d'^z 

lié 


'h 

= — Y",  — =x« 


dt 
d^  X 


tL 

do 


d b» 

HT 

d b 


X 

dt 


Si  l’on  porte  ces  valeurs  dans  les  six  équations  c|ui  pré- 
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cèdent,  pu  aura,  en  désijjnant  par  [x,,  j,,  3,)  le  cetilre 
de  gravité  du  système  et  par  M sa  masse, 

-+-  ^M/,  4-m’Mx, + X,  + X,  = o, 

2 Y — M X, M.r,  + Y,  -t- Y,  r=  O , 

Z Z|  + Zj  = O , . 

— Yz)+ 

^(Xi.— Zx)  + ^ ^ mfz  + w’  nixz  +‘X,/i  = o , 

i V{Yx— Xr)  — = 

553,  De  ces  six  équations,  la  dernière  ne  contient  pas 
les  composantes  des  résistances  R,  et  R,.  C’est  l’équation 
du  mouvement  déjà  trouvée. 

Quand  on  saura  intégrer  cette  équation,  les  équa- 
tions 4'  et  5'  du  système  (3)  feront  connaître  Xj  et  Y,, 
dont  les  valeurs  sont,  comme  on  voit,  en  raison  inverse 
de  h.  La  raison  en  est  que  X|A  et  Y',  h sont  les  moments 
des  couples  qui  résulteraient  de  la  translation,  au  point  O, 
des  composantes  X,  et  Y,  de  la  force  Rj.  Or  ces  moments 
doivent  être  indépendants  de  la  position  du  point  H, 
puisque  chacun  de  ces  couples  doit  détruire  d’autres 
couples  qui  en  sont  eux-mêmes' indépendants.  Les  com- 
posantes X,  et  Y,  étant  connues,  on  aura  X,  et  Y,  par 
les  deux  premières  équations  du  système,  et  la  suivante 
donnera  Z,  -I-  Z,  sans  déterminer  en  particulier  aucune 
de  ces  composantes.  En  effet,  comme  on  l’a  vu  ailleurs, 
au  lieu  d’appliquer  les  deux  forces  Z,  et  Z,  aux  deux 
points  O et  H,  il  revient  au  même  d’appliquer  la  force 
unique  Z,  -f-  Z,  au  point  O. 
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CAS  OU  IL  n’y  a pas  PE  FORCES  MOTRICES.  J 

')5i.  Dans  le  ras  où  il  n’y  a pas  de  forces  motrice.s, 

X,  Y,  Z sont  nullcs  pour  tous  les  points  du  corps,  cl  l’é- 

qualion  (2)  du  n"  ooO  donne  ~ —o,  cl  w = constante,. 

ce  que  l’on  sait  déjà.  Le  système  (3)  se  réduit  alors  à 


Celte  dernière  équation  montre  que  les  ré.sislances  R, 
' cl  R,  se  réduisent  à deux 'forces  perpendiculaires  à l’axe, 
puis<|uc  leurs  composantes  parallèles  à cet  axe  donnent 
.une  somme  nulle. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  résistances  R,  et  R,  font 
équilibre  aux  forces  centrifuges  de  tous  les  points  du 
corps  qui  agissent  sur  l’axe  perpendiculairement  à sa  di- 
rection. La  force  langcniielle  est  nulle  pour  chaque  point. 
D’après  les  fonnulcs  (i)',  les  résistances  sont  proportion- 
nelles au  carré  di?la  vitesse  constante  w. 

.'Àu5.  Le  point  H n’éprouve  aucune  pression  si  X,  et 
Y(  sont  nullcs,  et  pour  cela  il  faut  et  il  suffit  qu’on  ait 
les  deux  conditions 

( i)  2 2 ~ ® ’ 

c'est-à-dire  que  l’axe  Os  soit  un  des  axes  principaux  re- 
latifs au  point  O.  Donc  si  un  corps  retenu  par  un  seul 
pninr  fixe  conimonce  a tourner  nutour  rt'int  fies  axes 


DigiliSfed  by  Coogle 


QUAnAMTB-UEUlCIÈME  LEÇON.  l6l 

principaux  relatifs  à ce  point,  il  continuera  à tourner 
uniformément  autour  de  cet  axe  comme  s'il  était  fixe. 
Le  système  (i)  donne  encore 

X,  = — , Yi  = — ''>’M ji  : 

donc  ' 

R,  = w’Mfl,  , 

a étant  la  distance  du  centre  de  gravité  à l’axe.  On  a de 
plus  *- 


X,  X, 


ce  qui  fait  voir  que  la  force  R,  ou  la  pression  sur  le 
point  O est  dirigée  dans  le  plan  zOG  qui  passe  par  l'axe 
Oz  et  par  le  centre  de  gravité  G.  C’est  ce  qu’on  trouve- 
rait aussi  en  prenant  ce  plan  pour  le  plan  zOx  à l'in- 
stant que  l’ori  considère. 

556.  Il  peut  se  faire  que  le  point  O ne  supporte  au- 
cune pression.  Alors  l’axe  n’en  éprouve  aucune.  Il  faut  et 
il  suffit  pour  cela  que  Xi  et  Yi  soient  nulles,  et  par  consé- 
quent que  Xi  et  yi  soient  nulles.  Ainsi  le  centre  de  gra- 
vité doit  être  sur  l’axe  de  rotation,  et  alors  le  mouvement 
ayant  commencé  autour  de  cet  axe,  supposé  fixe,  conti- 
nuera uniformément  autour  du  môme  axe  lorsqii*on  le 
rendra  entièrement  libre.  L’axe  de  rotation  est  alors  un 
axe  principal  pour  tous  les  points  de  sa  direction. 

CAS  ou  LES  FORCES  MOTRICES  SE  RÉDUISENT  A UN  COUPLE. 

557.  Les  conséfjucnces  précédentes  subsistent  quaiid 
les  forces  motrices  se  réduisent  à un  couple  situé  dans 
un  plan  perpendiculaire  à l’axe.  On  a dans  ce  Cas 

2;x  = 0,  = Vz  = o, 

» 

y{Zr~Yz]z=a,  ^(Xi  - Z.r)i=  O. 

II.  . 'I  • ■ 
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Pour  que  le  point  H n’éprouve  aucune  pression,  il  faut 
que  l’on  ait  X,  = o.  Y,  = o,  Z,  = o.  Les  équations  4' 
et  5'  du  système  (3),  n°  Soi,  donnent  ^ 


dt 


^ 2 TO/z  — 2 = O • 


En  éliminant  entre  ces’deux  équations  on  a 

t.  ‘ * 

’ [(2  (2  ] “ " 

OU 

^^mxt  — o,  = O. 

Ainsi  l’axe  de  rotation  doit  être  un  des  trois  axes  princi- 
paux d’inertie  relatifs  au  point  O.  Alors  les  trois  premières 
équations  du  système  (3)  feront  connaître  les  composantes 
X,,  Y,,  Z,  de  la  pression  exercée  sur  le  point  0,  pression 
perpendiculaire  à l’axe,  car  Z,  = o.  Si  à une  époque 
quelconqae  cet  axe  cesse  d'étre  fixe  et  que  le  corps  soit 
seulement  retenu  par  le  point  O,  il  continuera  à tourner 
uniformément  autour  du  même  axe. 

ÈI08.  Pour  que  le  point  O ne  soit  pas  pressé,  il  faut 
que  Xi,  Y|,  Z,  soient  nulles.  Alors  les  deux  premières 
équations  du  système  ( 3 ] , n°  352,  donnent 

dtù 

/,  -T’  w’x,  = O , — -2^1  H-  w’/l  = O , 

(U  f at 

d’où,  en  éliminant 
* ai 

«’(•»;!  -+-rî)  =0;  . ■ ■ 


iddftc  ■ 


^1=0,  “ 
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et  le  céntre  de  gravité  est  sur  l’axe  Oz,  qui  est  un  des 
axes  principaux  pour  ce  point,  cl  par  suite  pour  tous  les 
points  de  cet  axe.  Donc  si  un  corps  commence  à tourner 
autour  de  l'un  des  axes  principaux  qui  se  rapportent  à 
• son  centre  de  gravité  et  qu'il  soit  sollicité  constamment 
' par  un  couple  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à cet 
axe,  son  mouvement  se  continuera  sans  altération,  lors 
• même  que  cet  axe  serait  entièrement  libre. 

On  voit  •que  le  système  jouit  des  mêmes  propriétés  que 

dans  le  cas  où  il  n’y  a pas  de  forces  motrices. 

• • 

5S9.'  Si  Oz  n’était  pas  l’un  des  axes  principaux  relatifs 
au  point  O*  ce  pojnt  étant  seul  fixé,  la  pression  au  point  H 
ne  serait  jamais  nulle,  et  le  corps  ne  continuerait  pas  à 
,**  tourner  autour  de  Oz.  On  Toit  par  là  qu’un  corps  retenu 
par  un  point  fixe  O et  sollicité  par  un  couple  ne  tend  pas 
à tourner  autour  d’une  perpendiculaire  Oz  au  plan  de  ce 
couple,  à moins  que  cette  perpendiculaire, ne  soit  l’nn  des 
* axes  principaux  relatifs  au  point  O. 


MOUVEMEN'ï  DU  TREUIL. 


560.  Considérons  un  treuil  sollicité  par  les  poids  de 
deux  masses  m et  m'  agissant  au  moyen  dé  cordes,  la 
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première  sur  la  roue  OC,  la  se- 
conde sur  lécylindr^OC'.  Nous 
tiendrons  compte  de  |a.masse  du 
treuil  ; mais  nous  négligerons  le 
poids  des  cordes  ej.  le  frottement 
des  tourillons  sur  les  coussi- 
nets. Soient  x et  x'  les 'distances 
des  centres  dé  gravité  des  masses 
m et  m'  aux  points  C et  C'. 
D’après  le  principe  de  d’Alembert,  nous  devrons  regar- 
der deux  forces  respectivement  égales  k m(^g- — 


1 


|64 


«/’  x‘ 
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5 comme  appliquées  en  rn  et.cn  m'  sui- 


(') 


x' 

~dF 


dx 

Tt  \ 


et,  par  suite, 


d'x 

IF 


~di 


d' x' 


df‘ 

vaut  la  verticale  et  tirant  de  haut  en  bas.  Ce  sont  les 
forces  perdues  relatives  à ces  deux  points. 

Considérons  une  molécule  du  treuil,  de  masse  p,  à une 
distance  r de  l’axe.  Si  w est  à l’époque  actuelle  la.vitesse 
angulaire  du  système,,  la  force  éfl'ective  du  point  p se 

cotiîpose  de  sa  force  tangentielle  ^ et  de  sa  force  cen- 
tripète pr’cù  qu’il  faut  prendre  toutes  deux  en  sens  con- 
traire. Mais  la  force  centripète  perpendiculaire  à l’axe 
fixe  est  détruite  par  la  résistance  de  cet  axe.  Le  poids  du 
treuil  est  aussi  détruit,  parce  que  son  centre'de  gravité 
se  trouve  sur  l’axe  fixe/  à cause  de  la  symétrie  du  treuil 
autour  de  son  axe.  • 

Donc,  si  nous  faisons  OC  = c,  OC'  = c',  et  «i  nous 
exprimons  qucla  somme  des  moments  par  rapport  à -raxe 
des  forces  motrices  du  système  et  des  forces  effectives 
prises  en  sens  contraires  est  nulle,  nous  aurôns,  d’après 
le  sens  suivant  lequel  les  forces  tendent  à faire  mouvoir 
leurs  points  d’application. 


='»  • 


561 . Les  dérivées  des  deux  variables  x et  x'  peuvent 
être  exprimées  au  moyen  de  la  vitesse  angulaire.  En  effet, 
d’après  le  sens  du  mouvement,  la  vitesse  du  point  m est 
égale  à celle  du  point  C;  mais  la  vitesse  du  point  m'  est  . 
égale  et  de  sens  contraire  à celle  du  point  C'.  On  aura 
donc 


: c — , 

dt 


dt' 


dt 
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Désignons. par  MÀ®  le  moment  d’inei’tie  du  treuil  par 
rapport  à l’axe,  M étant  la  masse  du  treuil,  L’équation 
du  mouvemeht  (i)  deviendra  • • , 


(2) 


d’où  l’on  tire" 


dà  g [me  — m'e') 
dt  M X-'  -t-  me’  ■+■  m' c'*' 


(Toù  l’on  déduit,  en  supposant  la  vitesse  initiale  nulle, 
gt(mc  — m'e')  • 


(3) 


M X’  -f-  me’  -I-  m' c’’ 


. La  vitesse  est  donc  proportionnelle  au  temps,  et  le  mou- 
vement est  uniformément  accéléré.  L’accélération  est  à 
la  pesanteur  comme  me— m'e^  est  à M/i®  + me* c'*. 

Si  l’on  avait  me  = m'e',  la  vitesse  angulaire  serait 
nulle  et  le  corps  resterait  en  repos.  En  effet,  c’est  la  Con- 
s dition  pour  que  les  poids  m et  m'  se  fassent  équilibre. 
S’il  y avait  une  vitesse  initiale,  le  mouvement  serait  uni- 
forme. * ^ . . 

• • 

562.  Les  tensions  des  cordons  ne  sont  autre  chose  que 
les  forces  perdues.  Appelons-les  -T  et  T',  nous  aurons 


(4) 


( T = m ( 

d’ x\ 

\ = m i 

^ V 

^ dF  J 

' 4. 

V */ 

1 T'.=  m'^ 

d'x'^ 

^ 7ÎF  t 

) = m 

Remplaçons  ^ par  sa  valeur  tirée  de  l’équation  (a), 

puis  introduisons  à la  place  de»  masses  m,  m'  et  M les 
poids  correspondauls  que  nous  désignerons  py  /’,  p'  et  P, 
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T=p- 


r = p'-i>-. 


l6’6  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

Mous  aurons  ' • 

. T — B P’={P‘^  — 'P'<^') 

.•  PX’ + • 

V = P ■\>J- — 1 

’ PX’4-/;c'-t-^'c  ’ 

• • 

Si  le  systèfue  lourne  dans  le  sens  indiqué  par  la  figure, 

on  a pc  .puisque  w est  plus  grand  que  zéro.  On  a 

dans  ce  cas  T p,  T'  p' . Ces  tensions  sont  constantes 

pendant  le  mouvement.  ' • 

563.  La  pression  totale  n exercée  sur  l’axe  du  treuil 
résulte  des  forces  qui  se  font  équilibre  autour  de  lui  en'y 
comprenant  le  poids  du  treuil.  Les  forces  centrifuges. des 
points  du  treuil  se  détruisent  mutuellement  et  ne  pressent 
pas  l’axe  à cause  de  la  symétrie.  On  a donc  '• 

. a = P4-T-hT'. 


ü = P -h  P -+-/>' 


{p‘-n’c'r 

P X’  -i-  pc‘  p'  c'^ 


5B4.  On  peut  déterminer  le  mouvement  du  treuil  sans 
recourir  au  principe  de  d’Alembert,  mais  en  introduisant 
les  tensions  T et  T'.  Il  suffit  d’éliminer  T et  T'  entre  les 
équations  (4)  et,  la  suivante  : 


. — MX’  = Tc  — T'c', 

dt  J 

# * ^ 

donnée  par  la  théorie  du  mouvement  de  rotation  autour 
d’un  axe  fixe.  On  retombe  ainsi  sur  l’équation  (a). 
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QUARANTE-TROISIÈME  LEÇON. 

*3 

PENDULE  COMPOSÉ. 

Équation  du  mouvemeut.  — Penduto  composé  raiitenc  au  pendule  simple. 
— Axe  et  centre  d'oscillation.  Axé  de  la  plus  courte  oscillation. 


PENDULE  COMPOSÉ,  t-  ÉQUATION  DU  MOUVEMENT, 


Fig.  166. 


565.  On  nomme  pendule  composé  un  corps  qui  peut 
tourner  autour  d’un  axe  fixe  horizontal.  ^ 

Prenons  l’axe  fixe  O z pour  axe  des  z 5 pour  axe  des  x 
une  horizontale  Oxr  perpendiculaire 
à Oz,  et  pour  axe  des  y une  verti- 
cale Oy  dirigée  dans  le  sens  de  la 
pesanteur.  L’équation  du  mouve- 
ment sera  (550) 

, . d(n 


X,  Y,  Z désignant  les  composantes  de  la  force  motrice 
d'un  point  m [x,  y,  z).  On  a donc  ^ A 

X = O , Y = mg , Z =:  O, 

et,  par  suite,  . 

M étant  la  masse  totale  du  corps  et  x,  l’une  deÿ  coordon  - 
nées  du  centre  de  gravité  G. 


1 


l68  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

Abaissons  GA  perpendiculaire  sur  Oz,  menons  la  ver- 
ticale AD  et  abaissons  sur  celte  droite  la  perpendiculaire 
GD.  Soit  Gi  la  position  initiale  de  G,  c’est-à-dire  sa  posi- 
tion pour  / = o.  Posons  GA  = a,  DAG  = 0,  DAG,  = « ; 
on  a 

X,  = GD  = a sin  6. 

Par  conséquent 

2 (Ya- — X/)  = g-Mx,  = gMo  sin9. 


(iB 

D'ailleurs  o»  = — appelle  MA*  le  moment 

* 

d'inertie  du  corps  par  rapport  à un  a'xe  passant  par  le 
point  G et  parallèle  à O z,  on  a 

^ M (a' -I- A-’). 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (i),  on  aura 

(a) 


</’  6 ga  . 

—, 1 2 gIQ$  = O. 

dt'  a’-t-  X’ 


Celle  équation  détermine  9 ou  le  mouvement  angulaire  • 
du  centre  de  gravité  en  fonction  du  temps.  Pour  l’intégrer 
on  la  multiplie  par  a</0,  et  l’on  trouve 


, „ , , <iQ-  . 2ga  , 


cos  a j. 


îî  étant  la  vitesse  angulaire  initiale. 

PENDULE  COMPOSÉ  RAMENÉ  AU  PENDULE  SIMPLE. 


566.  Au  lieu  d’intégrer  l'équation  (a),  il  est  préférable 
de  comparer  le  mouvement  du  corps  pesant  à celui  d’un 
peftdule  simple.  Si  le  corps  se  réduisait  à un  point  maté- 
riel pesant  lié  à un  axe  par  une  droite  rigide  dont  on  nc- 
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glige  la  masse  cl  de  longueur  /,  l’équation  du  mouvement 
serait 


(>) 


g ■ . 

— +-s,ne  = o, 


qui  se  déduit  de  l’équation 

rf’9  ga 


(a) 


sm  e = o , 


en  faisant  h = 0,  a — l.  Supposons  la  longueur  l déter- 
minée par  l’équation 


d’où 


_g 

n’  -t-  A"  l' 


l=a-\ 

a 


Alors  le  pendule  composé  ou  plutôt  la  droite  AG  et  le 
pendule  simple  auront  le  même  mouvement  angulaire, 

pourvu  que  les  valeurs  initiales  de  d et  de  ^ soient  les 

mêmes  pour  ces  deux  corps.  Ainsi,  lorsqu’un  corps  tourne 
autour  d’un  axe  fixe  et  horizontal,  on  peut  toujours  assi- 
gner la  longueur  d’un  pendule  simple  dont  le  mouvement 
soit  le  même  que  celui  du  corps,  quelle  que  soit  d’ailleurs 
l’amplitude  des  oscillations.  Si  celles-ci  sont  très-petites; 
la  durée  d’une  oscillation  sera  donnée  par  la  formule 


qui  pourra  servir  à déterminer  g à l’aide  du  pendule  com- 
posé, connaissant  seulement  la  distance  du  centre  de  gra- 
vité du  corps  à l’axe  de  suspension  et  le  moment  d’inertie 
du  corps  par  rapport  à un  axe  parallèle  à l’axe  de  suspen- 
sion mené  par  le  centre  de  gravité. 
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I 70 

V AXE  d’oscillation. 

367.  Si  dans  le  plan  passant  par  V axe  et  par  le  centre 
de  gravité  du  pendule  on  mène  une  droite  IBI'  parallèle' 

à cet  axe  et  à une  distance  de 
celui-ci  égale  à 1,  chaque  point 
de  cette  droite  se  mouvra  comme 
s' il  ne  faisait  pas  partie  du  corps 
et  qu'il  fût  simplement  lié  à 
l’axe  par  une  droite  rigide  et 
sans  masse.  V - 

Celle  propriéié  résulle  immédiaiement  de  l’identité  du. 
mouvement  du  pendule  composé  et  d’un  pendule  simple 
dont  la  longeur  est  l.  Il  n’en  est  pas  de  même  des  autres 
points  du  corps  plus  rapprochés  ou  plus  éloignés  de  l’axe. 
Ces  derniers  oscillent  plus  vite  et  les  premiers  oscillent, 
plus  lentement  que  s’ils  n’étaient  pas  liés  aux  autres 
points  du  corps. 

La  droite  IBI'  est  nommée  l’axe  d’oscillation  du  corps, 
correspondant  à l’axe  de  suspension  Ox.  Le  point  B de 
cette  droite  situé  sur  la  droite  AG  perpendiculaire  à l’axe 
de  rotation  se  nomme  centre  d' oscillation.  On  l’obtieut 

en  prolongeant  AG  d’une  longueur  égale  à — • 

368.  Les  axes  d’oscillation  et  de  suspension  sont  ré- 
ciproques, c’est-à-dire  que  si  l’on  faisait  osciller  le  corps 
autour  de  II',  l’axe  de  suspension  primitif  Oz  deviendrait 
l’axe  d’oscillation.  En  effet,  les  distances  du  centre  de 
gravité  à l’axe  de  suspension  et  à l’axe  d’oscillation  don- 
nent un  produit  égal  à A*.  Donc  si  l’on  prend  cette  der- 
nière ligne  droite  pour  axe  fixe,  la  première  deviendra 
l’ai^e  d’oscillation.  La  longueur  du  pendule  simple,  qui 
fait  ses  oscillations  dans  le  même  temps,  sera  la  même 
qu’auparavant  et  son  mouvement  sera  le  même. 


Fig,  167. 


O * 
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569.  .D’après  ce  principe,  étant  donné  l’axe  de  suspen- 
sion d’un  corps,  on  peut  trouver,  par  l’expérience,  l’at^e 
d’oscillation  correspondant.  Il  faut,  pour  cela,  mesurer  la 
durée  des  petites  oscillations  d’abord  autour  du  premier, 
puis  autour.de  diiïérents  autres  axes  parallèles,  jusqu’à  ce 
que  le  temps  de  ces  oscillations  soit  de  nouveau  le  même. 
La  distance  des  deux  axes  de  suspension  sera  la  longueur 
4ésignée  par  l et  fera  connaître  l’axe  d’oscillation  relatif 
au  premier  axe  de  suspension. 

570.  Il  y a une  infinité  d'axes  dutour  desquels  les 
petites  oscillations  sont  de  même  durée. 

D’abord  la  valeur  de  / et  la  durée  des  oscillations  sont 
les  mêmes  pour  tous  les  axes  de  suspension  parallèles 
entrefeux  et  situés  à égale  distance  du  centre  de  gravité, 
puisque  h et  a sont  les  mêmes  pour  tous  ces  axes. 

Ensuite,  nommons  A,  B,  C les  trois  moments  d’inertie 
principaux  relatifs  au  centre  de  gravité  G',  et  appelons 
a,  6,  y les  angles  queO^  fait  avec  les  axes  principaux 
. du  point  G.  Le  moment  d’inertie  par  rapport  à GH,  droite 
parallèle  à Oz,  étant  représenté  par  MA^’,  on  a 

MA’ = À cos’a -H  B cos‘ 6 -4t  G cos^  y , 
et  par  conséquent"'  • 


l = a-{- 


A cos’  a 4-  B cos’  6 4-  C cos’  7 
^ Mo  < 


’Onpeut  faire  varier  a,  «,  6,  y de  manière  que  l reste 
constante.  Il  y a donc  une  infinité  d’axes  autour  desquels 
la  durée  des  petites  oscillations  est  la  même. 


AXE  DE  LA  PLUS  COURTE  OSCILLATION.  ' 


571.  On  peut  se  proposer  de  trouver  l’axe  autour  du- 
quel la  durée  d’une  oscillatiop  est  la  plus  courte  oii  pour. 
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• , \ 

lequel  la  longueur  l est  la  plus  petite.  Supposons , que  l'on  . 
ait 

A<B<C. 

On  sait  que  la  plus  petite  valeur  de 

* è 

A cos’  a + B cos’  6 -fî  C cos’  7 

est  A.  Il  faut  donc  faire  d’abord 

5t*=0,  6=90",  7 = 90", 

d’où  • . ' , _ . 

Ma 

Il  en  résulte  que  l’axe  de  suspension  est  perpendicu- 
laire à l’axe  du  plus  petit  moment  d’inertie  relatif  au 
centre  de  gravité.  Ensuite,  pour  obtenir  le  minimum  de 

il  faut  égaler  à zéro  ce  qui  donne 

• • * 

On  a un  minimum,  parce  qu’en  faisant  varier  a,  ^ ne 

s'évanouit  qu’une  seule  fois  en  passant  du  négatif  au  po- 
sitif. 
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; QUARANTE-QUATRIÈME  LEÇON. 

■ . ‘ . PENDCLE  CO.MOVE. 

Pandule  conique.  — Équations  du  mouTemcnt.  — Cas  où  le  point  pesant 
reste  dans  un  plan  horizontal.  — IntéBration  des  équations  du  mouve- 

nient. Maximum  et  minimum  de  la  valeur  de  a.  — Expression  du 

temps  employé  à parcourir  un  arc  de  la  trajectoire. 


PENDULE  CONIQUE.  — ÉQUATIONS  DU  MOUVEMENT. 

• • 

S72.  Considérons  le  mouvement  d’un  point  maté- 
" riel  m assujetti  à se  mouvoir  sur  la  surface  d’une  sphère 
dont  le  centre  est  au  point  O,  et  dont  le  rayon  est  l.  Le 
point  m peut  être  simplement  posé  sur  la  surface  sphé- 
rique, ou  bien  placé  à l’extrémité  d’un  61  ou  d’une  tige 
dont  l’autre  extrémité  ûxe  est  au  point  O.  En  désignant 
par  N la  résistance  de  la  surface  ou  la  tension  du  61  ou 
de  la  tige,  et  l’axe  des  z étant  pris  dans  le  sens  de  la  pe- 
santeur, les  équations  du  mouvement  sont 


■ d'x  Na: 


d'z 

~dÔ 


On  regarde  N comme  positive  lorsqu’elle  agit  dans  le 
sens  wO  ou  qu’elle  empêche  le  point  m de  s’éloigner  du 
centre  O,  et  comme  négative  lorsqu’elle  agit  sur  le  pro- 
longement de  mO,  ou  qu’elle  empêche  le  point  m de 
s’éloigner  du  centre  O.  On  a l’équation 

(2)  = 

pour  exprimer  que  le  point  m reste  à une  distance  con- 
stante l du  point  O. 


1^4  , COURS  DE  MÉCAJilQUE.  ' 

373.  On  arriverait  aux  mêmes  équations  (i)  par;  la 
méthode  générale  de  Lagrange,  qui  donne  % 

• / 

avec  la  relation 

.tSx j'Sjr z3z  O , 

déduite  de  l'équation  de  condition  (a).  Écrivant 


■j3x  + ^ 3jr+  - St  = O, 


et  ajoutant  celte  équation  multipliée  par  X avec  (3),  on 
aura  ' ' . 


d’x  \x 


d'y  , V _ „ 


d‘‘  Z \z 

— +--g=o, 


équations  qui  ne  diffèrent  des  équations  (i)  qu’en  ce 
queX  remplace  N.  On  voit  que  "k  est  la  tension  du  fil  ou 

!..  1 /'i  ^ iic  ky  \ t , • 

1 action  du  ni  sur  m , puisque  — > -y  j — > sont  les  com- 
posantes d’une  force  égale  à A,  dirigée  suivant  mO,  si  X 
est  positive. 


CAS  ou  UE  POINT  PESANT  RESTE  DANS  UN  PLAN 

HORIZONTAL.  - ' 

574.  Examinons  d’abord  le  cas  particulier  où  le  point*, 
pesant  m reste  dans  un  plan  horizontal.  Il  décrit  alors  un 
cercle  intersection  de  ce  plan  et  de  la  surface  sphé- 
rique (2),  OU  bien  la  tige  décrit  un  cône  droit  dont  l’axe 
est  Or.  On  a 

z=i-,  — ^’  = H, 

en  appelant  r la  distance  du' point  à l’axe  Or;  r est  le 
rayon  du  cercle.  , « 
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La  il’oisième  des  équations  (i)  donne 

si  ^ , ■ 

r . 

valeur  constante.  On  lire  des  deux  premières 

•îdrd^x  + o.drd'x  N , , . 

- {ixdx  + y.ydx)  = O, 


'7'»  . 


dt' 


ou 


puisque 


d.v'  — O,  ■ 

rf.r*  dy‘‘  + dz^  dx'  + dy‘‘ 


dl’ 


dt' 


dz 


, , (lit  1,  / 

à cause  de  — = o,  et  que  1 équation 


donne 


J.2  _|_y  _ /»  _ 

2 xdx  + 7.ydy  = o. 


, La  vitesse  v est  donc  constante  et  le  mouvement  circu- 
laire est  uniformè.  Cela  résulte  aussi  de  l’équation 


qui  donne 


d'y  d'x 
dt'  ^ de  ' 


dy  dx 


ou 


••  dt  ’ , . - 

.V  * 

d’où  l’on  tire  une  valeur  de  proportionnelle  au  temps, 
ij/  étant  l’angle  que  fait  le  plan  zOm  avec  le  plan  zOy> 

. S75.  Il  faut  eneore  une  équation.  On  a 

- . xd\x+yd'y  N(z’-t-7’) • 

- . - de  ~77~' 
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Or  en  différenliant  l’équation 


on  a 


Donc 


on 


.rrfj:  + ydj'  = o , 
xd’j:  + yd’x  djc'‘  -|-  dy^ 


df 


dd 


, Nr’ 
•=—’ 


di  remplaçant  N par  sa  valeur  y*  On  a donc 

•J 


De  plus, 


et  aussi 


- — —r  = N sin  6 , 
r l 


c’  g r 

- = y rrrg-tange, 


0 désignant  l’angle  que  la  droite  Om  fait  avec  la  verti- 
cale Oz. 

On  voit  que  la  force  centripète  - est  la  résullanlc  des 
deux  forces  N et  g.  La  durée  de  la  révolution  est 


airr  ! k 

= 27T  1 / — 

' M g 


576.  On  peut  obtenir  ces  résultats  d’une  autre  ma- 
nière. Le  point  m sc  meut  comme  un  point  libre  qui  serait 

sollicité  par  la  force  tangenliclle  ^ et  parla  force centri-* 
fuge  /=  -•  D’après  le  principe  de  d'Alenibert.  ces  forces 
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• QUARANTE-QUATRIÈME  LEÇPN. 

prises  en  sens  contraire,  et  le  poids  de  la  molécule  doi-^ 
vent  donner  une  résultante  qui  sera  détruite  par  la  résis- 
tance de  la  surface  sphérique  ou  du  fil.  Alors  la  force  tan- 
gentielle  perpendiculaire  au  plan  mOz  doit  être  nulle, 
ce  qui  donne  la  vitesse  v constante.  En  outre,  on  doit 
avoir.  , • 

£_/_N 

k T l' 

d’où 


comme  plus  haut. 


intégration  des  équations  du  mouvement. 

577,  Il  faut  intégrer  les  équations 
d^x  Nx 

d'z  Nz  • 

+ — -^=o; 


et  comme  on  a déjà  la  relation 
(2) 

il  suffit  de  trouver  deux  autres  équations  entre  a*,  j, 
f et  la  valeur  de  N. 

On  trouve  d’abord  la  force  vive  ou  u*  par  l’équation 

^dxd^x  + zdjrd'jr zdzd'z 

2gdzz=o, 

qui  donne 

p’  = 2gz  ■+■  constante  = 2g  (z  — z„)  + pj , 


JCOVHS  DE  MÉC4MQUE. 


178 

OU 

(3) 

en  posant 


"J  = 


578.  On  a ensuite 
d’où 


14) 


• xdx  — ydx 


dt 


= C. 


Elevant  au  carré  cette  équation  et  l’ajoutant  à la  suivante 
aussi  élevée  au  carré  -, 

s 

xdx-\-ydy' zdz 

~~  ~dt' 


dt 


on  a 


Remplaçant  x*  + y*  par  z’  et 


ou 


dz' 


dz^ 


par  2g’  (a  — + A„)  — —,  on  obtient 


dp 


{n-z-‘)ig{z  — Z.  + A.)  _ ^ c\ 


d’où 


dz 


dt 
ou 

(5)  dt  = 


^;j7  = ±V2g'(/*-z*)(z  — Z.-+-A.)  — e, 
± w* 


Vag  (/’  — z“)  (z  — Z,  + A.)  — C’ 


579.  ll  faut  avoir  la  valeur  de  C.  L’équation  (4)  re- 
vient à ' " 

r'd-^ 


dt 


= C, 
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ou 


QUARANTE-QUATRIEME  LEÇON. 


'79 


eu  appelant  r la  distance  du  point  m à l’axe  0«  et  i|/ 
l’angle  que  le  plan  zOm  fait  avec  le  plan  zOx.  On  peut 
écrire 


r.r  -J-  = C. 
dt 


Or  r vitesse  de  la  projection  borizontalc  du  point 

m estimée  suivant  la  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  r, 
ou  la  projection  de  la  vitesse  v du  point  rh  sur  la  perpen- 
diculaire au  plan  mOz,  de  sorte  que  r^—-=.  ^cose,  e 

étant  l’angle  que  fait  la  direction  de  la  vitesse  v avec  cette 
perpendiculaire  (car  rd^  est  la  projection  du  petit  che- 
min ds  sur  cette  perpendiculaire).  On  a donc 

(6)  C = r,  «>,  cos 

580.  La  constante  C est  nulle,  si  l’angle  e*  est  droit, 
si  To  = O,  ou  si  = O ; ajors  le  pendule  oscille  dans  un' 
plan  vertical.  > 

En  substituant  dans  la  formule  (5)  la  valeur  de  C* 

C’  = r\  cos’t,  = 2 g/h  r]  cos=t,  = 2g/i,(/’  — zj)  cos’e,, 

t / 


OU  a 


(7).  dt= 


± Idz 


ij2g<J[r‘  — z>)[z  — Z.-I-A,)  — [r  — z\)/iocoi‘t. 


MAXIMUM  ET  MIMMUM  DE  JLA  VALEUR  DE  Z.  . 

581.  Si  l’on  égale  à zéro  le  polynôme  sous  le^ radical, 
on  aura  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  valeur  de  z quand 
t varie.  Cette  équation, 

(i)  (Ç  — z’)(z  — 3,  4- A,)  — — zJ)/i.ros’£,  = 0, 

L7. . 
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étant  du  troisième  degré,  a au  moins  une  racine  réelle., 
Mais,  par  la  nature  du  problème,  z ne  peut  avoir  un 
maximum  sans  avoir  un  minimum  et  vice  versà.  Donc 
les  trois  racines  doivent  être  réelles.  En  efTet,  si  dans  ce 
polynôme  on  attribue  à x lôs  valeurs 

/,  it—K,  — /,  — eo, 

\ 

on  trouve  ' 

» "♦“>  > > + > , 

d’où  l'on  voit  qu’il  y a trois  valeurs  réelles  de  z qui 
réduisent  à zéro  ce  polynôme  : une  première  a comprise 
entre  / et  z, , une  seconde  h comprise  entre  Zo  et  Za  — h, 
et  une  troisième  négative  — c entre  — / et  — oo  , de  telle 
sorte  que  c est  /.  Ainsi  l’on  a ën  décomposant  le  pre- 
mier membre  en  facteurs 


(/*  — i’)  (*  — *,  + Ao) — — zj ) A, cos*!, 

= (“-*)(*-*) 

d’où,  en  développant  et  comparant, 

a è — c = z,  — A, , 

(a A)  c — ab  = P, 

ahc=z{l'  — *1)  A,  cos*£,  + /’  (z,  — A,). 

On  tire  de  la  seconde  équation 

/*  -H  ai 
n-(- A ’ 

puis  de  la  première 

, , /’  — a*  — A*  — ab 

A,  — Zo  = c — a — 0 = 


et  de  la  troisième 


(/’  — *;)  A,  cos’i, 


a -i-  b 


_ (/»-a*)(/*-A*)  _ 


a ù 
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QUARANTE-QUATRIÈME  LEÇON. 

Par  suite  l’équation  (7),  n°  580,  devient 

±ldz 

(a)  <lf. 


181 


La  variable  z restera  comprise  entre  a et  i,  comme  sa 
valeur  initiale  «o>  car  si  l’on  supposait  que  z devînt  > a 

ou  <[  &,  la  valeur  de  ^ deviendrait  imaginaire.  Ainsi  a 

sera  la  valeur  maximum  de  z et  £ sa  valeur  minimum. 
Si  d’abord  on  prend  z = b,  quand  t croîtra,  z croîtra 
depuis  b jusqu’à  a,  et  deviendra  égale  à a au  bout  d’tm 
temps  t'  ^al  à l’intégrale  de*  la  valeur  dt  prise  depuis 
z = b jusqu’à  z = a.  Ensuite,  après  ce  temps  t',  z dé- 
croîtra en  allant  de  u à & dans  un  intervalle  de  temps 
égal  à t'.  Puis  z croîtra  de  nouveau  Ae  b k a dans  un 
nouvel  intervalle  de  temps  égal  à t'  et  ainsi  de  suite.  De 
sorte  que  z est  une  fonction  périodique  de  t,  dont  la  pé- 
riode est  2t'. 


EXPRESSION  DU  TEMPS  EMPLOXÉ  A PARCOURIR  UH  ARC  DE 
LA  TRAIECTOIRE. 

582.  Puisque  z doit  toujours  être  comprise  entre  b et  a, 
nous  pouvons  poser 


ou 


' ^ z z=z  a cos*  Ÿ -+•  à sin’f; 

de  là  résulte 

dz  = •—  -i  [a  — b)  sin  y cos  <f  dj, 
a — z zzz  [a — è)sin’y, 
z — à ==  (a  — b)  cos*  f, 
d’où,  abstraction  faite  du  signe,- 


dz 


i83  cours  de  XÉCANIQUE.  , 

Si  l’on  porte  cette  valeur  dans  l’équation  (a),  n“  581 , on  a 


OU 


(0.  „,=  Yi<2 


/ 0-\-ah 

+T 

tl  v 


b) 


ë ^ Z “f"  ub~ 


En  remplaçant  z par  a cos*  ç 4-  ^ sin®  ç,  ou 
a — (a  — h)  siri’  cp,  on  Irouve 


(2) 


2 [a  -t-  b) 


g {l'  7.  ab  -\-  a') 


^r- 


a®  — fc® 

î; 1 ; y 

f 4- 2 ni  4- a’  ' 


ou  bien 
dt 

m ' 


7‘\/~. 


■b) 


fi  O 


y^(  /®4-2  ni  4-  n®)  cos®(j>  4-  (/'  4-  2 ni  4-  i®)  sin®ij)  - 

- 583.  Le  temps  pour  aller  d’un  point  e = ê à un  autre 
point  Z = a.  s'obtiendra  en  intégrant  cette  formule  entre 
les  limites  6 et  a.  Le  temps  nécessaire  pour  aller  du  point 
le  plus  baut  au  point  le  plus  bas  ou  du  point  le  plus  bas 
au  point  le  plus  haut  est 


V g{l'  + ‘sab-ha^]Jo 


■ 7 sin®  tf 


en  posant 


n’ — i® 


7®  4-  2 ai  4-  n® , 


ou  (290)  ^ -,  : 
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. ■ quarante-quatrième  leçon.  i83 

o84.'  Ou  peut  avoir  des  valeurs  entre  le^uelles  ce 
temps  est  compris  en  reprenant  la  formule  (i) 


dt 


=V^ 


s b)z+ ab' 

Comme  z est  comprise  entre  a et  on  a ' ^ 

y?  . 

V s . ^[a  -f-  b)  b P + ab 


. dl^l 


ç/üî 


•b) 


S ^{a b)  a + P -i- ab' 


d’on 


- / i /—iifjL^L- 

2 V g{P-i-  "iab-i-b^)' 


■ '’>fV 


2.  [a  -^b] 
§'(■/’ -t- 2ai -ha’) 
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COUES  DE  M^AMIQDE. 


QUARMTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

PENDULE  CONIQUE  (sUITE).  — MOUVEMENT  d’uNE  TIGE  PESANTE. 

Calcul  de  Vaogte  — Valeur  de  la  tension.  — Cas  où  le  pendule  s’écarte 
pou  de  la  verticale.  --  Mouvement  d’uue  tige  pesante  tournant  autour 
• d'un  de  ses  points  qui  est  fixe. 


CALCUL  DE  l’angle  ^1*. 

58S._  L’angle  est  donné  par  l’équation*  (579) 


Cdt  _ Ug\P—  a^)  (/’—â’) 


X . „ . . 

(/»— Z’)  V/2g-y/(n-z)(z— + 

qu’on  peut  écrire 


d^=^{P—a'‘)(P—6’) ■.  ■ ■ , 

(P—z’}Ÿ(a—z)(t  — â)Ÿ(a-hâ)z-i-P-hai 


»U  bien,  à cause  de  = i 


riz 

^(«  — z)  {b  — z)  \/{a  + b)z-^P-\-t,h  ’ 


} 
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QUARANTE-CINQUIÈME  LEÇON.  . l85 

ce  qui  donne,  en  remplaçant  z par  a cos*^  + h sin’^, 

— a)  cos’(}i-)-(/ — b)  sin’yj 


X 


-\-z  ab  + a')  cos’ f 7,ab  + b‘‘)  sin’ip 


de  sorte  que  ip  est  la  somme  de  deux  intégrales  elliptiques 
de  troisième  espèce. 

S8G.  L’angle  dièdre  Ÿ compris  entre  les  deux  po- 
sitions extrêmes  du  point  m est  donné  par  l’intégra- 
tion de  l’équation  précédente  entre  les  limites  o et 

Je  dis  que  cet  angle  est  plus  grand  que  Remar- 
quons que  Z variant  de  £ à a,  ou  ^ de  ^ à o,  le  polynôme 

(/*  4-  2 aô  a*)  cos*  <p  + (/*  '-h  2 a6  -h  6*)  sin’  ç varie 
depuis  l*  -h  2 aô-f-ô’  jusqu’à  Z*4-  üaô -}-«*•  On  a donc 

/f/^  — _ /7*  \ f/^ A I //  -i—  to  - 


/(r-a‘)(/’-b’) 
Y P + 2 ab  -h 


, — b’)  (/-Ha)cos’(f-)- (/-H  è)  sin’<î> 

p-i-dab-t-'b’  , rf? 


(/  -h  a)  cos’  f H-  (/  H-  sin*  ^ 

(/  — a)  cos*  f H-  (/  — à)  sin*  y, 
(/  o> 


J 

1 


Or 


(/  — rt)  cos*  ly  -h  {/  — à)  sin*  y J' 

? 


f — "7=  v/^ 

J mcos’Ÿ+"SW‘ ? VV  ">  J 


Donc  on  aura 


[ r I 

V P->r2ab-ha' 


ff 


•y/(/4.„)(/H_A)2  v'('~ 


' 
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\,ry.  n\Z(/-i-a)(/+i)  + ^(/-a)(/-b)  _ 

^ \//’  + 2a6  -t-  a- 


Cl  l’on  aura  de  même 


^ P 1 ab  b' 


ou  bien 


et  enfin 


- i 

/iP  + an*  -f-  2 \J{P  ~a')(P—  b') 

/ • 2aé  4-  fl- 

H'cT  - i 

/■iP-\-2ab-\-i  <J[P—a')  {/>  — b') 

1 

< P -k-  ^ab  b'  * 

/ P—a'  + i\J[P—a'){p~b') 

! P-\-  lab-\-a' 

M<  ü t 

/..  1 P—b'-)r-î\J[l'  — a->){P-b') 

! P-\-  mb  -+-b'  • 

On  voit  donc  que  Ÿ est  plus  grand  que  — • 


TENSION  DU  FIL. 


587.  Il  reste  à 'déterminer  la  tension  N du  ïïl  ou  la 
résistance  de  la  surface.  ■ , 

En  multipliant  les  équations  . • 


d'x 

lÎP 

' d'y 

Ip 

d‘z 
dp  ' 


■Nx 

T 

iV  V 

T ~ 
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respectivement  par  x,y,  z,  et  ajoutant,  gn  a 
xd‘‘.T  -f-  zd‘‘z 


187 


dt- 


-t-  N/  — gz  = o. 


Or  réi[ualiôn 


'donne 


xdx  -+-  ydy-i-  zdzz=  o 


xd‘‘x  -+-  y d'y  -I-  zrf’  Z dx‘  -y  dy^-\-  dz- 

dT^  — 

, J 

Donc  ’ ' 

(2) 


’ Tant  que  z est  positive  ou  que  le’ pendule  se  trouve 
au-dessous  dü  plan  liorizontal  mené  par  le  centre  O,  la 

valeur -de  N,  > est  positive,  c’est-à-dire  que  cette 

force  est  dirigée  de  m vers  O.  Si  le  pendule  s’élève  au- 
dessus  de  ce  plan,  z deviendra  négative  et  il  pourra  arri-^ 
ver  que  v*  g z ou  g (Z  z — j a,  -I-  a A»)  devienne 
aussi  négative.  Dans  ce  cas  le  point  fait  l’elfort  N pour 
s’approcher  du  centre,  et  la  force  N tend  à contracter 
la  tige.  ' . . ■ 

. t 

f 

S88.  On  peut  vérifier  la  formule  (2)1  Les  forces  N et  g 
donnent  pour  résultante  la  force  ellective  du  point  m, 

qnj  peut  se  décomposer  en  une  force  "langentiel le  T = — » 

et"*  une  force  centripète  Donc  ces  deux  dernières , 

prises  en  sens  contraire,  doivent  faire  équilibre  aux 
forces  N et  g.  Ainsi  la  somme  des  projections  de  toutes 
ces  forces  sur  un  axe  quelconque  doit  être  nulle.  En  lè.s 
projetant  sur  Om,  la  projection  de  T est'nulle,  puis- 
,qùe  T est  ' pcrpendicidaire  à Ow;  .la  projection  de  g 


i88  • COURS  DE  MÉCAfflQUE. 

est  — celle 'de  la  force  centrifuge  est  — - • - ou  — -• 
‘ ° Ÿ l l 

On  a donc 


ou 


^ ° . 


CAS  OU  LE  PESIDULE  s’écARTE  PEU  DE  LA  VERTICALE. 

589.  Si  le  pendule  s’écarte  peu  de  la  verticale,  on  a 

Z=z  l — «,  Zi=:  l 

2Ua-h2.hç 3«\  I 


N = g ( 


U et  «0  étant  très-petits,  ainsi  que  ha. 

On  a donc  à peu  près  N = et  les  deux  premières 
équations  du  mouvement  deviennent  , ’ 


(■) 


rf’x  g 


g ‘ 

— - -h  - y = O. 

l-' 


Elles  donnent 


•=acos^iy/|^,  jy^esin^ry/i^, 


ou,  si  l’on  pose  p 


x=zacos(xt,  y = 6sinfti; 
d’où  l’on  déduit 


X*  Y 

"T  -f-  = I • 

at}  6’ 


La  projection  horizontale  de  la  courbe  décrite  est  doue. 
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quarante-cinquième  leçon.  >89' 

une.  ellipse.  On  a 

g •' 

(3)  rang  z=  - tang  (*f. 

La  durée 

à-dire  égale  à celle  d’un  pendule  de  même  longueur  qui 
oscillerait  dans  un  plan  vertical. 

t 

590.  La  projection  du  pendule  sur  un  plan  horizontal 
décrira  encore  à très-peu  près  une  ellipse  si  l’angle  que 
le  pendule  fait  avec  la  verticale  varie  très-peu,  ou  eh  d’au- 
tres termes  si  les  valeurs  a et  6 entre  lesquelles  z reste 
comprise  (^1])  diffèrent  peu  l’une  de  l’autre;  car  alors 
N sera  à peu  près  constante.  En  effet,  si  z restait  égale  à 

I 1 iT.  • Nz  , 

la  constante  Ar,  1 équation  ^ 8 — ^ donnerait 

N = On  conçoit  que  si  z diffère  peu  de  h,  la  valeur 

k • 

» <r  / 

de  N sera  à peu  près  constante  et  égale  à 5-.  Mais  on  peut  - ' 

AT 

le  voir  de  la  manière  suivante  ; on  a 

' . ■ • N=y(3z 2Z, -I- . 

on  a trouvé  * ■ . ' 

J 1’  — fl- — h' — ah 

"0  — ^ ^ — — ' 

a b , 

donc 

■'N 

ou 


=«(3- 


2/’  — 2«’  — »■  2 è’  — 3,ab\ 


de  la  demi-révolution  est  - ou  tt  v/->  c’est- 

V g- 


_ g(  a/’  , ' 3û’-f-3é’ — a‘‘  — é’-f-aoA' 


a~^  b 


_ a gl  g 3a  (z  — a) 3f»  (s— («  — à)'- 
■ • a b l a b * 
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Ut,  en  négligeam  E — a,  z — h,  {a' — />)*, 

. • N = ^= 

Ci  b n % 

D.e  là  résulte 

d'.T  e rf’> 

Ces  équations  ont  la  même  forme  que  les  équations  (i). 
On  en  conclut  que  la  projection  horizontale  du  pendule' 
décrit  une  ellipse  et  que  la  durée  de  la  demi-révolution 


est  it  ^ ^ , valeur  moindre  que  tr 


MOUVEMENT  U UNE  TIGE  PESANTE  TOURNANT  AUTOUR  i 
d’^UH  de  ses  POINTS  QUI  EST  FIXE. 

591.  En  désignant  par  x',.y\  z'  les  coordonnées  d’un 
point  quelconque  m de  la  lige,  considérée  comme  une 
ligne  droite  pesante,  on  a par  le  principe  de  d'AIembert 


2[— î 


J , Sx'  — m 

de  de 


-sy  4-  {mg  — m s ï' j = O, 


ÛU 


[ï  ^ ] =-°;  . - 

Prenons  sur  la  tige  un  point  L dont  la  distance  au  point 
fixe  O soit  / et  soient  x,  y,  z ses  coordonnées.  En  dési- 
gnant par  U la  distance  Om,  on  a 


(^) 


et  l'équation  (i)  devient 


d'x  ■ d'y  ^ ' d'i.  , 


V- 


02=0, 
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d' X d‘‘  y d^  V 

(3J  + 


sla 


dfi 
en  posant 


rff’ 


Bz  : 


^^TOtf  = Ma,  = M («’ + /’), 

a étant  la  distance  du  point  O au  centre  de  gravité  de  la 
tige  pesante,  M la  masse  et  MA*  le  moment  d’inertie  de 
cette  tige  par  rapport  à ce  même  centre  de  gravité. 

On  a la  condition  . ' , ‘ 


.(4)  • , 

qui  donne' 

(5) 


' + J’  = />,, 

. r 


xSx  ySy  z3z  = o. 


En  multipliant  cette  é^ation  par  X et  ajoutant  l’équa- 
• tion  (3),  on  trouve  ' , - . , 


(6) 


Id^  X 

— + lx  = 0, 

d^Y 


do 


■ \z 


fl  H 

a 


592.  S’il  n’y  a qu’un  seul  point  pesant  p sur  la  ligne; 
droite,  à la  distance  /,  on  a^ma*  = ^^mu  — jxl et- 

/ \ d’jc  ' d^y  d‘‘ Z 


Les  équations  (6)  se  réduisent. à celles-ci,  si  l’on  siip- 
pose  l = a A Ainsi  la  tige;  pesante  se  meut  comme; 
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X’ 


Le 


le  pendule  simple,  dont  la  longueur  est  l — a-\ 

point  L est  le  centre  d’oscillation.  Ce  point  se  meut 
comme  un  point  libre  sollicité  par  la  pesanteur  g et 
par  une  force  accélératrice  dont  les  composantes  sont 
— Xx,  — Xj",  — Xz.  Cette  force  est  dirigécrvers  le  point 
O et  son  intensité  est  X -f-  z’  ou  X l.  C’est  la  ten- 

sion désignée  par  N.  On  a N = X/.  Il  ne  faut  pas  croire 
que  la  tension  soit  constante  dans  toute  l’étendue  de  la 
tige. 


x' 

dû 


S93.  Toutes  les  forces  perdues,  telles  que 

— m -^1  {g  — équilibre  autour  du  point 

6xe  O ou  sont  détruites  par  la  résistance  de  ce  point.  Ainsi, 
quoiqu’elles  soient  appliquées  aux  diifékents  points  de  la 
tige  et  non  en  un  seul  point,  elles  ont  une  résultante  uni- 
que passant  par  le  point  O.  C’est  la  pression  exercée  sur  ^ 
le  point  O,  égale  et  contraire  à la  résistance  de  ce  point. 
En  désignant  cette  pression  par  P et  ses  composantes  par 
X , Y,  Z , chacune  d’elles  est  égale  à la  somme  des  compo- 
santes des  forces  perdues,  comme  si  toutes  ces  forces  étaient 
transportées  au  point  O,  d’après  le  principe  connu  que 
des  forces  en  équilibre  sur  un  corps  solide  se  font  encore 
équilibre  si  elles  sont  transportées  en  un  môme  point! 

On  a donc 

ou  (891) 

16.0.  d‘x.  ' 

2é~TlïF~  T~d?' 

OU,  en  vertu  de  la  première  étjuation  (6), 

• X =r  Xx,  ' ■ . 
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ensuiu-,  par  des  transformations- analogues, 

l — a 


193 


Y = 


Mo  Mo 

Z = — Xz- 


M g 


, 394.  La  pression  P .sur  le  point  O n’est  pas  dirigée 
suivant  la  tige.  Elle  est  la  résultante  de  deux  forces,  l’une 
dirigée  suivant  la  lige  et  égale  à Moi,  l’autre  verticale  et 

égale  à IVIg’ — ^ — » c’est-à-dire  à la  composante  qu’on 

obtient  en  décomposant  le  poids  Mg'  de  la  tige  en  deux 
forces  verticales  appliquées  au  point  fixe  O,  et  au  centre 
d’oscillation  L.  - ' 


593.  Si  le  centre  de  gravité  de  la  tige  coïncidait  avec- 
le  point  fixe,  on  aurait  a =q,  1=  eo  , et  le  mouvement 
'de  la  tige  ne  serait  plus  celui  d’un  pendule  simple  de 
longueur'/.  Mais  dans  ce  cas  le  poids  de  la  tige  étant  dé- 
truit constamment  par  le  point  fixe,  la  tige  doit  rester 
dansle'plan  qui  passe  par  sa  position  initiale  et  par  la 
direction  de  la  percussion,  et  tourner  dans  ce  plan  avec 

1 ■ ' P*’/  1 • 

la  vitesse  constante  w = ; 

Ma’  ' 


396.  On  arriverait  encore  aux  équations  du  mouve- 
ràent  en  exprimant  que  les  forces  perdues  se  font  équi- 
libre autour  dn.  point  fixe,  ou  bien'par  la  formule  géné- 
rale dé  la  dynamique.  Dans  ce  dernier  cas,  on  prendrait 
pour  mouvements  virtuels  : 1“  le  mouvement  clfectif  ; 
2”  un  mouvement  de  rotation  autour  de  l’axe  des  z,_ 
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HhOPRIÉTéft  QBNBRALES  DU  MOUVEMENT.  ~ MOUVEMENT  DU  CKNTRK 
DE  GRAVITÉ.  . ' 

Remarques  sur  les  systèmes  de  points  qui  peuvent  se  mouvoir  comme  des 
*’  corps  solides.  — Mouvement  du  centre  de  gravité.  — Vitesse  initiale 
du  centre  de  gravité  d^Ul  système  mis  en  mouvement  par  des  percus- 
sions. — Conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravite. 


remarques  sur  XES  SYSTEMES  DE  IK)INTS  QUI  PKUVEHT  SE 
MOUVOIR  COMME  DES  CORPS  SOLIDES. 

A * ' 

/ 597.  Considérons  un  système  de  points  matériels  m, 
m',  w", . . .,  sollicités  respectivement  par  des. forces  P, 
P',  P',. . .,  dont  les  composantes  parallèles  aux  axes  sont 
X,  Y,  Z;  X',  Y',  Z';  . . . En  vertu  du  principe  de  d’Alem- 
bert,  si  l’on  applique  au  point  m des  forces  parallèles 

• JC 

aux  trois  axes  et  égales  respectivement  à X — 

' d^y  r,  d>z  .r- 

I — m — ni  —,  et  aux  autres  points  des  lorces 

analogues,  toutes  ces  forces  doivent  se  fan«  équilibre  au 
moyen  des  liaisons  du  système.  Les  conditions  de  cet 
équilibre  sont  comprises  dans  l’équation  générale  des 
vitesses  virtuelles*,  mais  on  peut  parvenir  .à  des  pro- 
’priétés  importantes,  sans  qu’il  soit  nécessaire  d’èxpri- 
mer  toutes  ces  conditions. 

Ainsi  l’équilibre  existant  entre  les  forces  mentionnées, 
dans  le  système  dont  nous  étudions  le  mouvement,  il  sub- 
sistera encore  si  l’on  introduit  entre  les  différents  points, 
de  nouvelles  liaisons  telles  que  l’on  voudra,  pourvu 
qu’elles  ne  soient  pas  incompatibles  avec  les  conditions 
données  ; bn  peut  supposer,  par  exemple,  que  les  distames 
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des  diderents  points  du  système  deviennent  invariables, 
si  les  liaisons  sont  telles,  que  lés  points  puissent  se  dépla- 
cer sans  que  leurs  distances  changenL  II  en  résulte  que 
les  forces  doivent  satisfaire  aux  six  équations  d’équilibre  ' 
d’un  système  solide,  pourvu  toutefois  qu’ après  la  solidi- 
fication il  n'y  ait  aucun  point  fixe  ni  aucun  point  assu- 
jetti à demeurer  soit  sur  une  courbe,  soit  sur  .une  surface 
fixe.  En  faisant  cette  restriction,  les  trois  premières  équa- 
tions d’équilibre  donnent 


2(- 

2(’'- 

2(z.- 


d- x\ 

m -rr-  1 = o. 


OU  bien 


de 

d’’  Z 
rn  — — 

de 

/llZ- 

de 


2 


V 7 

m “T-  = > Z. 


- 596.  Pour  que  le  système  puisse  se  déplacer  comme 

lin  corps  solide,  c’est-à-dire  sans  que  les  distances  de  ses 
points  varient,  il  faut  et  il  suffit  que  chaque  équation  de 
condition  se  réduise  à une  relatioiuentre  les  distances  de 
ses  différems  points.  En  effet,  soit 

L = o ^ 

une  équation  qui  doit  toujours  exister  entre  les  coordon- 
nées Xf'jr,  Z,  x'. . . et  dont  le  premier  menace  Lest  une 
fonction  ’_f  de  t et  de  x,  jr,  z,  x', ....  Désignons  par 
r,. , . les  3 n — 6 distances  des  différents  points  qui 
doivent  rester  constantes . On  a 


P = (j'  — r)’-f^  (*'—*]%  ■■ 

(^)  I f/  = Vli"  — j:)’ -H  (»"—*)’.  ■ 


i3. 
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, UUAKANTE-SIXIÈME  lEÇOlN. 

FROPRiÉTéa  GÉNÉRALES  DU  MOUVEMENT.  — MOUVEMENT  DU  CENTRE 
DE  GRAVITÉ.  . ' 

Remarques  sur  les  systèmes  de  points  qui  peuvent  se  mouvoir  comme  des 
corps  solides.  — Mouvement  du  centre  de  gravité.  — Vitesse  initialo 
du  centre  do  gravité  d"iln  système  mis  en  mouvement  par  dos  perçus- 
sîons.  — Conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravite. 


REMARQUES  SUR  XES  SYSTEMES  DE  POINTS  QUI  PEUVENT  SE 

MOUVOIR  COMME  DES  CORPS  SOLIDES. 

- ^ \ ' 

r 597.  Considérons  un  système  de  points  matériels  m, 
m\  w", . . .,  sollicités  respectivement  par  des. forces  P, 
P',  P",. . . , dont  les  composantes  parallèles  aux  axes  sont 
X,  Y,  Z;  X',  Y',  Z'j . . . En  vertu  du  priucipe  de  d’Alem- 
bort,  si  l’on  applique  au  point  rn  des  forces  parallèles 

aux  trois  axes  et  égales  respectivement  à X — 

y — m —4»  Z — m — — , et  aux  autres  points  des  forces 
rft’  di'  , 

analogues,  toutes  ces  forces  doivent  se  fake  équilibre  au 
moyen  des  liaisons  du  système.  Les  conditions  de  cet 
équilibre  sont  comprises  dans  l’équation  générale  des 
vitesses  virtuelles;  mais  on  peut  parvenir'.!  des  pro- 
■priétés  importantes,  sans  qu’il  soit  nécessaire  d’expri- 
mer toutes  ces  conditions. 

Ainsi  l’équilibre  existant  entre  les  forces  mentionnées, 
dans  le  système  dont  nous  étudions  le  mouvement,  il  sub- 
sistera encore  si  l’on  iiitrodu\t  entre  les  différents  points, 
de  nouvelles  liaisons  telles  que  l’on  voudra,  pourvu 
qu’elles  ne  soient  pas  incompatibles  avec  les  conditions 
données  ; On  peut  supposer,  par  exemple,  que  les  distances 
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des  din'érenls  points  du  système  deviennent  invariables, 
si  les  liaisons  sont  telles,  que  lés  points  puissent  se  dépla- 
cer sans  que  leurs  distances  changent.  11  en  résulte  que 
les  forces  doivent  satisfaire  aux  six  équations  d'équilibre  ‘ 
d’un  système  solide,  pourvu  toutefois  qu’ après  la  solidi- 
fication il  n'y  ait  aucun  point  fixe  ni  aucun  point  assu- 
jetti à demeurer  soit  sur  une  courbe,  soit  sur  .une  surftcc 
fixe.  En  faisant  cette  restriction,  les  trois  premières  équa- 
tions d’équilibre  donnent 


2(Y-.'fe)  = o; 


ou  bien  . ' ‘ • 

' 

, - -s 

596.  Pour  que  le  système  puisse  se  déplacer  comme 
ûn  corps  solide,  c’est-à-dire  sans  que  les  distances  de  ses 
points  varient,  il  faut  et  il  suffit  que  chaque  équation  de 
condition  se  réduise  à une  relation-entre  les  distances  de 
ses  différents  points.  En  effet,  soit 

L = o'-  ' . 

t " 

une  équation  qui  doit  toujours  exister  entre  les  coordon- 
nées y,  J8,  a:'.  . . et  dont  le  premier  membre  Eest  une  , 
fonction  'f  de  t et  de  ar,  jy,  z,  a:', ....  Désignons  par 
P , , r, . . . les  3 n — 6 distances  des  différents  points  qui 
doivent  rester  constantes.  On. a 


. (*) 


P = (/  — (*'— ^ 
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Ou  peut  réduire  à six  le  nombre  des  coordonnées  qui 
n’aieut  plus  eiilre  elles  aucune  i-elaiiou  donnée  et  pren- 
dre, par  exemple,  x,  j,  z,  x',y'  et  a/'  pour  ces  coordon- 
nées arbitraires  et  indépendantes.  On  aura  toutes  les 
autres  en  fonction  de  celles-là  et  des  quantités 
Donc  chaque  équation  de  condition  telle  que  1,  = o sera 
réduite  à la  forme 

L =/(/>.  q,  r,.  . , X,  X,  Z,  x',  y,  x")  = O. 

Pour  un  déplacement  virtuel  quelconque,  p,  q,  /•,... 
restent  constants,  t ne  variant  pas,  et  par  conséquent, 
puisque  l’équation  L =0  doit  être  satisfaite,  quelles  que 
soient  x,  /,  z,  x',  y\  oc",  ces  quantités  ne  doivent  pas  ’ 
entrer  dans  f.  Donc,  en  éliminant  de  l'équation  L = o, 

3 n — 6 coordonnées  à l’aide  des  équations  (2),  les  six 
autres  doivent  disparaître  en  même  temps,  et  l’équation 
L=o  doit  SC  réduire  à une  simple  relation  entre  les 
distances  p,  q,  r, . . . , ce  qu’il  fallait  démontrer. 

S99.  On  ferait  le  même  raisonnement  en  exprimant  les 
3/1  coordonnées  en  fonction  des  distances  p,  q,  r, ..., 
et  de  six  autres  quantités  qui  fixeraient  la  position  arbi- 
traire du  système  par  rapport  aux  axes  Gxes  : par  exem; 
pie,  les  coordonnées  «,  6,  y de  l'origine'"  d’un  système 
d'axes  O'x',  O' y',  O' z',  liés  au  corps  solide,  et  les  trois 
angles  <p,  ij/,  6,  qui  déterminent  la  position  de  ce  nouveau 
système  d’axes  par  rapport  au  système  des  axes  Ox,  Oy, 
Oz,  fixes  dans  l'espace.  L’équation  L = o prendrait  la 
forme  ' 

, . r, . . . , a,  6,  7,  ®,  9)  =0. 

» 

Or  a,  6,  y,  (p,  ip,  0 n’y  doivent  pas  entrer,  puisque  cette 
équation  doit  avoir  lieu,  quelles  que  soient  les  valeurs 
qu’on  leur  attribue.  Donc  L se  réduit  à une  fonction  de 
p,  q,  r,,  . . . , , . ' 

» ' -V  ■ ' « 
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600.  Reprenons  1rs  équations  (597) 

(î^  r 


2”S  = 2^' 


qui  ont  lieu  dans  le  mouvement  de  tout  corps  solide  libre 
ou  de  tout  système  qui  peut  se  moiivqir-comine  un  corps 
solide.  Soient  x,,  yi,  z^  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vitéet  M la  masse  tolale’du  système.  On  a toujours 


Mar,  = 2 m.r 
et,  par  suite, 

(2) 


M ï,  : 


ilx, 

i 

dt 

dt 


dx 

~^”'~dt' 


M ^ = S 
dt  ^ 


-■  ^ 
dt' 


M 


dZx  dz 

dt  ^ dt 


Si  l’on  suppose  un  point  matériel  toujours  placé  ‘au 
centre  de  gravité  du  système,  ces  formules  feront  con- 
I naître  sa  vitesse  à une  époque  quelconque,  loi-squ’on 
connaîtra  celles  de  tous  les  points  du  système. 

En  différentiant  de  nouveau  Ic.s  équations  (2)  et  en» 
ayant  égard  aux  équations  (i),  on  trouve 


M 


dO 


(3) 


. dO 
d'z' 


M 


dt 
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De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 

Le  centre  de  gravité  de  tout  sjrstèrne  libre  se  meut 
comme  si  les  masses  de  tous  les  points  matériels  y étaient' 
réunies  et  que  les  forces  motrices  y fussent  transportées 
parallèlement  à elles-mêmes.  , 

601 . Si  l’on  connaît  le  mouvement  de  chaque  point  du 
système,  celui  du  centre  de  gravité  sera  également  connu 
a un  instant  quelconque,  au  moyen  des  formules 


Mx,  =r  2 nhi,  M J,  = ^ my,  M z,  = ^ 


mt. 


sans  qu’on  ait  besoin  de  recourir  au  théorème  précédent; 
mais  celui-ci  est  principalement  utile  pour  déterminer  le 
mouvement  du  centre  de  gravité,  lorsqu’on  ne  connaît' 
pas  ceux  de  tous  les  points  du  corps.  Toutefois  il  faut 
connaître  l’état  initial  du  système  afin  d’avoir  la  position  . 
et  la  vitesse  initiales  du  centre  de  gravité. 

VITESSE  UVITIALE  DU  CEKTllE  DE  GRAVITÉ  d’uN  SYSTÈME 
MIS  EH  MOUVEMENT  J>AR  DES  FORCES  INSTAHTAMÉES. 

602.  On  peut  supposer  que  le  système  d’abord  en  re- 
pos soit  mis  en  mouvement  par  des  percussions.  Déter-> 
minons,  dans  cette  hypothèse,  la  vitesse  initiale  que  doit 
prendre  le  centre  de  gravité. 

'Remarquons  à cet  effet  que  si  6 est  le  temps  pen- 
dant lequel  agissent  les  percussions,  l’équation  • ■ 


donne 


Xf* 


Or,  soient  u,  b,  C les  comjîosantes  de  la  vitesse  que  la 
percussion  P (X,  Y,  Z),  appliquée  au  point  /«,  lui  donne- 


Ûigitized  by  Google 


QUARilNTE-SIXIÈMK  ,LeÇO^  . 
l'ail  s’il  était  libre.  On  sait  que 
' -0 

\t/t  — ma  ;■ 


'99 


X 


{>ar  conséquent 


dt  ^ 


La  même  formule  aura  lieu  pour  les  autres  axes.  On  a 
donc,  en  ayant  égard  aux  équations  (u),  n"  509, 


M 


= 2”‘. 


dr 


dz, 


formules  qui  donnent  les  composantes  ^ J 


de 


itl  dt  dt 

la  vitesse  avec  laquelle  le  centre  de  gravité  doit  com- 
mencer à se  mouvoir.  On  voit  que  cette  vitesse  est  celle 
que  p"rendrait  un  point  ayant  la  masse  M,  placé  au  centre- 
de  gravité  et  qui  serait  solUcilé  par  toutes  les  forces 
instantanées  du  système  transportées  parallèlement  n 
elles-mêmes  en  ce  point.  En  considérant  comme  autant 
«le  forces  les  quantités  de  mouvement  que  ces  percus- 
^sions  imprimeraient  à des  masses  libres,  on  concevra  ces 
forces  transportées  parallèlement  à elles-mêmes  au  centre 
, de  gravité,  et  l’on  prendra  leur  résultante.  Là  vitesse  ini- 
- tiale  du  centre  de  gravité  sera  dirigée  suivant  cette  ré-'- 
siiltante  et'égale  à la  valeur  numérique  de  la  même  ré- 
sultante divisée  par  la  masse  M.  . . ^ . 


CONSERVATION  DC  MOUVEMENT  DU  CENTRE  DF.  GRAVITÉ. 
603«  Revenons  maiiiten.'int  aux  équations 

Sup|K)sous  que  parmi  les  forces  appliquées  ausy.s|ème  il  y, 
..en  ait  qui. proviennent  d’actions  mutuelles  entre  des  points. 
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De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 

Le  centre  de  gravité  de  tout  système  libre  se  meut 
comme  si  les  masses  de  tous  les  points  matériels  y étaient' 
réunies  et  que  les  forces  motrices  y fussent  transportées 
parallèlement  à elles-mêmes.  , 

601 . Si  l’on  connaît  le  mouvement  de  chaque  point  du 
système,  celui  du  centre  de  gravité  sera  également  connu 
à un  instant  quelconque,  au  moyen  des  formules 

.Mj:,  M ^ mj,  M z,  = ^ mz, 

t * 

sans  qu’on  ait  besoin  de  recourir  au  théorème  précédent; 
mais  celui-ci  est  principalement  utile  pour  déterminer  le 
mouvement  du  centre  de  gravité,  lorsqu’on  ne  connaît" 
pas  ceux  de  tous  les  points  du  corps.  Toutefois  il  faut 
connaître  l’état  initial  du  système  afin  d’avoir  la  position 
et  la  vitesse  initiales  du  centre  de  gravité. 


VITESSE  INITIALE  DU  CENTRE  DE  GRAVITÉ  d’uN  SYSTÈME 
MIS  EN  MOUVEMENT  1>AR  DES  E"URCES  INSTANTANÉES. 


602.  On  peut  supposer  que  le  système  d’abord  en  re- 
pos soit  mis  en  mouvement  par  des  percussions.  Déter^ 
minons,  dans  cette  hypothèse,  la  vitesse  initiale  que  doit 
prendre  le  centre  de  gravité.  ‘ t 

Remarquons  à cet  effet  que  si  Ô est  le  temps  pen- 
dant lequel  agissent  les  percussions,  l’équation  • " * 


donne 


2 


X 


-MfM 

- . f 


Or,  soient  a,  b,  b les  comjîosantes  de  la  vitesse  ([ue  la 
percussion  P (X,  Y,  Z),  appliquée  au  point  m,  lui  donne- 
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l'ail  .s’il  était  libre.  Ou  sait  que 


|iar  conséquent 


X t!t  = ma  ; 


X''  <1^  VI 

Tt 


La  même  formule  aura  lieu  pour  les  autres  axes.  Ou  a 
flonc,  en  ayant  égard  aux  équations  (a),  n"  599, 


,b , M 


formules  qui  donnent  les  composantes  de 

la  vitesse  avec  laquelle  le  centre  de  gravité  doit  com- 
mencer à se  mouvoir.  On  voit  que  celle  vitesse  est  celle 
que  prendrait  un  point  ayant  la  masse  M,  placé  au  centre 
de  gravité  ci  qui  serait  sollicité  par  toutes  les  forces 
instantanées  du  système  transportées  parallèlement  n 
elles-mêmes  en  ce  point.  En  considér£|nt  comme  autant 
<le  forces  les  quantités  de  mouvement  que  ces  percus- 
sions imprimeraient  à des  masses  libres,  ou  concevra  ces 
forces  transportées  parallèlement  à elles-mêmes  au  centre 
, de  gravité,  et  l’on  prendra  leur  résultante.  La  vitesse  ini- 
■ tiale  du  centre  de  gravité  sera  dirigée  suivant  celte  ré-' 
snltante  etégale  à la  valeur  numérique  de  la  même  ré- 
sultante divisée  pat  la  masse  M.  . ■ 
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Supposons  que  parmi  les  loreesappliquées  ausyslème  il  y, 
, en  ait  qui. proviennent  d’actions  mulurl  les  entre  des  points.' 
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Celles-ci  seront  égales  deux  à deux,  puistiue  si  deux 
points  agissent  l'un  sur  l'autre,  la  réaction  est  toujours 
égale  et  directement  opposée  à l’action.  Elles  ne  donnent 
donc  aucun  terme  dans  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (i),  et  par  suite  elles  n’ont  aucune  influence  sur  le 
mouvement  du  centre  de  gravité.  C’est  ce  qui  a lieu  dans 
le  choc  de  deux  corps  par  exemple.  Quand  ils  sont  assez 
rapprochés  l’un  de  l’autre,  leurs  molécules  agissent  réci- 
proquement les  unes  sur  les  autres  , mais  le  mouvement 
du  centre  de  gravité  du  système  en  est  indépendant  et  est 
seulement  déterminé  par  les  forces  extérieures.  11  en  est 
de  même  encore  quand  un  corps  solide  en  mouvement 
renfermant  un  gaz  se  trouve  brisé  par  une  explosion  : les 
actions  réciproques  des  molécules  gazeuses  et  de  celles  du 
corps  solide  ne  modifient  point  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  de  leur  système. 

. B04.  Quand  toutes  les  forces  motrices  transportées- 
parallèlement  à elles-mêmes  en  un  point  quelconque  s’y 
font  équilibre,  on  aura 

(2)  2x  = o.  2^="-  2^=0: 

r 

les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité  se  sini- 


'plifient  et  deviennent 

(3) 

1 d’X|  r/'/y. 

âO  ’ ’ 

d’où  J 

l’on  tire 

(4) 

c,  c',  d' étant  des  constantes.  Le  mouvement  du  centre  de 
gravité  est  donc  rectiligne  et  uniforme.  C’est  ce  qui  arrive 
en  particulier  'quand  toutes  les  forces  qui  agissent  sur 
le  .système  proviennent  d’actions  mutuelles  qui  agissent 


Digitized  by  Coogle 


301 


Qt'AUAnTE-SlXlÿME  LEÇON. 


enii'C  ses  différents  points.  Ce  cas  se  présente,  par  exem- 
ple, dans  notre  système  solaire.  A cause  du  grand  éloi- 
gnement des  étoiles,  les  forces  motrices  se  réduisent  à des 
actions  réciproques  des  molécules,  et  dès  lors  le  mouve- 
ment du  centre  de  gravité  de  tout  le  système  est  rectiligne 
et  uniforme. 

Cette  loi  est  connue  sous  le  nom  de  principe  de  la  con- 
servation du  mouvement  du  centre  de  gravité. 

. 605.  On  peut  présenter  cette  loi  sous  une  autre  forme. 
A cause  des  équations  (a)  on  a 


d’où  il  suit  que  ^ m ^ ^ 

leur.s  constantes  quel  que  soit  t : c’est-à-dire  que  la 
somme  des  quantités  de  mouvement  des  masses  du  sys- 
tème, estimées  parallèlement  à un  axe  quelconque,  est 
constante.  Et  si  l’on  considère  les  tpiantités  de  mouve- 
ment de  toutes  les  molécules  comme  des  forces  et  qu’on 
les  transporte  parallèlement  à elles-mêmes  en  un  même 
point,  elles  donnent  une  résultante  de  grandeur  et  de 
direction  constante.  Le  centre  de  gravité  se  meut  suivant 
une  ligne  droite  parallèle  à cette  résultante  et  avec  une 
vitesse  égale  à cette  résultante  divisée  par  la  masse  totale 
du  système. 


20^ 
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PROPRIÉTÉS  GÉ.NÉRALES  DU  MOUVEMENT  RELATIVES  AUX  AIRES. 

I 

KeUlions  outre  les  quantités  de  mouvement  d’un  système.  — Principe  des 
aires.  — Du  principe  des  aires  dans  le  inouvemeiU  rclatU'.  — Plan  du 
maximum  des  aires. 


RELATIONS  ENTRE  LES  QUANTITÉS  DE  MOUVEMENT 

d’un  système. 

(iOti.  Considérons  toujours  iiu  ensemble  de  poinis  nia- 
lériels  t[ui  peuvent  se  déplacer  coiiiine  un  système  solide. 
Les  forces  perdues 


X r/*  V 

dt^  dO 


L—  m — , 
dt’ 


doivent  satisfaire  aux  trois  équations  d’é<|uilibie  d’uii 
système  solide,  qui  expriment  t|ue  les  sommes  des  mo- 
monts  des  forces  par  rapport  aux  trois  axes  sont  jiiiUe.s  ; 
Ou  a donc  ’ . 

et  des  équations  analogues  pour  les  deux  autres  axes.  On 
pourra  mettre  ces  équations  sous  cette  foriiK! 


■ d\y 

do 


K-V  = î. 
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Mous  avons'  dit  qu’en  supposant  le  système  solidifié,  il 
ne  devait  y avoir  aucun  point  fixe  ou  assujetti  à de- 
meurer sur  une  ligne  ou  surface  fixe.  Toutefois  les  équa- 
tions (i)  et  leurs  conséquences  subsistent  s’il  y a dans 
le  système  un, point  fixe,  pourvu  qu'il' soit  pris  pour 
origine  des  coordonnées,  parce  que  la  condition  d’équi- 
libre du  système  solidifié  est  dans  ce  cas  que  la  somme 
des  moments  des  forces,  par  rapport  à trois  axes  passant 
parle  point  fixe,  soit  nulle  pour  chacun  des  axes. 

607.  Les  sommes  ^(Yx  — Xj^)...,  qui  forment  les 

seconds  membres  des  équations  (i),  sont  nulles  lorsqu ’en 
supposant  le  système  solidifié,  les  forces  qui  le  sollicitent 
se  font  équilibre,  ou  bien  encore  lorsqu’elles  se  réduisent 
à une  force  unique  passant  par  l’origine  des  coordonnées. 
Dans  ces  deux  cas  on  trouve,  en'  intégrant  les  équa- 
tions (i),  • 


< Les  valeurs  des  constantes  c,  c/,  c"  se  déterminent  d’a- 
près les  positions  et  les  vitesses  initiales  des  points  du 
système.  Il  résulte  des  équations  (a)  que  la  somme  des 
momen.ts  des  quantités  de  mouvement  des  masses  du  sys- 
tème par  rapport  à chacun  des  axes  coordonnés,  et,  par 
conséquent,  par  rapport  à une  ligne  droite  quelconque 
est  constante. 

608.  Donc  si,  à un  instant  quelconque,  on  considère 
comme  des  forces  les  (jiianiiiés  de  mouvement  qui  ani- 
ment les  diÜ’érents  points  du' système,  (jn’on  les  rom- 
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pose  comme  si  elles  éiaiuut  appliquées  à uu  corps  so- 
lide, et  qu'on  les  réduise  à trois  forces  dirigées  suivant 
les  axes  et  à trois  couples  parallèles  aux  plans  coordon- 
nés, on  trouvera  toujours  la  même  résultante  et  le  même 
couple  résultaut  par  rapport  à une  même  origine.  Le 
moment  de  ce  couple  résultant  est  k = V^c’-t- 
et  son  plan,  perpendiculaire  à la  droite  qui  fait  avec  les 

c"  c'  c 

axes  des  angles  ayant  pour  cosinus  y»  j,  j,  a pour 


équation 


c'  X -h  r jr  -t-  cz  = O. 


PIIIIVCIPE  DES  AIRES. 


Fit;,  i68. 


609.  Les  ét{uatiuns  (a)  peuvent  être  envisagées  sous 
un  autre  point  de  vue. 

Pendant  que  le  point 
M(a:,  jr,  z)  décrit  sa  trajec- 
toire MA,  la  projection 
OP,  de  son  rayon  vecteur 
OM  sur  le  plan  xOjs  décrit 
pendant  le  temps  t une  aire 
' BOP  ou  X dont  la  différen- 
tielle est 


\ N 

' ' .'/K 


r{'X=z  — (x(iy  — ydx). 


La  première  des  équations  (a)  donne 


VS  I 

7 m—  =.-c, 
, ^ dt  2 ’ 


d'où,  en  intégrant, 


niKzx-  cl. 
I 2 


Il  n'y  a pas  de  constante  à ajouter,  parce  que  À doit  être 
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nulle  pour  t — o.  En  désignant  par  X'  et  X"  les  aires  dé- 
crites par  les  projections  du  rayon  vecteur  sur  les  autres 
plans  coordonnés,  on  aura  de  même 


Chacune  des  constantes  c,  c',  c"  représente  le  double 
(le  l’aire  décrite  dans  l’unité  de  temps,  par  la  projection 
du  rayon  vecteur  sur  l’un  des  plans  coordonnés.  De  là 
résulte  ce  théorème  : 

Quand  les  forces  motrices  appliquées  à un  système 
se  font  équilibre  en  supposant  le  système  solidifié,  ou 
bien  quand  toutes  ces  forces  ont  une  résultante  unique 
passant  par  l'origine  des  coordonnées,  la  somme  des 
aires  décrites  par  les  projections  du  rayon  vecteur  sur 
cluicun  des  plans  coordonnés  multipliées  respectivement 
par  les  masses  des  points  correspondants  est  propor- 
• tionnelle  au  temps.  C’est  ce  qu’on  appelle  le  principe  de 
la  conservation  des  dires. 


610.  Cette  loi  a lieu  en  particulier  quand  les  forces 
motrices  du  système  se  réduisent  à des  actions  mutuelles 
entre  ses  différents  points  ou  à des  forces  constamment 
dirigées  vers  un  même  point  fixe,  pourvu  qu’on  prenne 
celui-ci  pour  l’origine  des  coordonnées.  En  effet,  lors- 
qu’on suppose  le  svstème  solidifié,  toutes  ces  forces  se 
détruisent.  Si  l’on  suppose  le  soleil  fixe,  toutes  les  forces 
motrices  des  planètes  se  réduisent  à des  forces  dirigées 
vers  le  centre  du  soleil  et  à des  attractions  ou  à des  répul- 
sions mutuelles  qui  se  détruisent  deux  à deux.  Le  principe 
des  aires  doit  donc  être  vérifié  par  rapport  à tout  plan 
mené  par  le  centre  du  soleil. 

Le  principe  de  la  conservation  des  aires  subsistera  s’il 
survient  dans  le  système  considéré  des  chocs  ou  des  ex- 
plosions qui  proviennent  toujours  d'actions  mutuelles 
entre  les  molécules. 


2o6 


COUKS  DE  MÉCAMQUE. 

; ' 

DU  PRINCIPE  DES  AIRES  DANS  LE  MOUVEMENT  RELATIF.  , - * 

61 1 . Jusqu'ici  nous  avons  supposé  l’origine  des  coordon- 
nées ûxedans  l’espace.  Prenons  maintenant  pour  origine 
un  point  mobile  avec  le  système.  Soit  Oi  ce  point.  Dési- 
gnons par  Xi,  yt,  Zj  ses  coordonnées  par  rapport  à un 
système  fixe  Ox,  Oy,  Oz.  Soit  m un  point  ayant  pour 
coordonnées  x,  y,  z dans  l’ancien  système  et  »,  Ç dans 
le  nouveau  composé  de  trois  axes  0,x,,  0,^1,  0,z,  pa- 
rallèles aux  anciens  et  mobiles  avec  le  point  O,.  On  aura 

(i)  ,r=.r, -t-’ç,  y=zy,-Jry>,  z=zz,  + ^. 


Remplaçons  X,  y,  z par  ces  valeurs  dans  les  équations  (i) 

du  n®  606,  sans  toutefois  faire  cette  substitution  dans 

rf’.r  (t'jr  d'z  - •.  J • 

- — t -r-  » -TT'  prcmrère  devient 
rf/’  dt’  dt‘ 


rf>x\ 


X’’  rf’r  V’  V'  / .. 

z,  y m r,  > ni  — H > m | E — n — , , 

' ^ dt'  ^ df>  ^ V rff’  dt'  J 

= x,2Y-r.2x-f-2(Yç-x«). 


Ici  nous  sommes  obligés  de  supposer  qu’il  n’y  a dans  le 
système  aucun  point  fixe.  Alors  on  a,  en  vertu  des  trois 
premières  équations  du  système  solidifié  (597), 


L’équation  (2)  se  simplifie  et  devient 

<3) 


Remplaçons  maintenant  et  — par  leurs  valeurs  dé- 
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dunes  des  équaliotiÿ  (i).  INoiis  aurons 


ao7 


(4) 


V E 

d’Ç\ 


dO  2d 


\ 


612.  On  aurait  deux  autres  équations  analogues. 
On  voit  que  pour  qu’elles  deviennent  semblables  aux 
équàtious  (i)  du  n"  606,  il  faut  et  il  suffit  que 
d'y. 


deux  autres  quantités 

analogues  soient  nulles.  C’est  ce  qui  peut  être  fait  de 
différentes  manières. 

On  y parvient  d’abord  en  prenant  pour  origine  mo- 
bile le  centre  de  gravité  du  système,  car  alors 

^^mm,  ^ sont  nulles.  On  a dans  ce  cas  les  trois 
équations 

2'”0S-'S)  = 2i’'s-x.).  . 


Ces  termes  disparaissent  encore  et  l’on  retombe  sur  les 
-équations  précédentes  si  l’on  prend  pour  origine  mobile 
un  point  qui  ait  dans  l’espace  un  mouvement  rectiligne 

. I d' JC,  d'y,  d'z,  n 

et  uni  forme,  car  alors  —rri  —rcr  sont  nulles. 

’ dt'  dO  dt' 

Enfin  il  existe  une  dernière  manière,  mais  beaucoup 
moins  utile,  de  parvenir  au  même  résultat  ; c’est  de  dé- 
^terininer  le  mouvement  du  point  O,  d’après  les  condi- 


COl'RS  DK 

d’x,  d-^-,  d^z,  ' , 

dl^'  _ ~dF  _ ~iîi' 

2'"^  2"'*’ 

• 

Ces  équations  signifient  que  la  force  accélératrice  du 
point  O,,  ou  celle  qu’il  faudrait  lui  appliquer  à chaque 
instant  pour  lui  donner  le  mouvement  qu’il  a réellement, 
doit  être  constamment  dirigée  vers  le  centre  de  gravité  du 

système,  puisque  propor- 

tionnelles aux  roordonnées  mobiles  du  centre  de  gravité 
(Cl)  lin  Çi)  du  système. 

613.  Si  l’origine  des  coordonnées  mobiles  est  choisie  de 
l’une  de  ces  trois  manières,  on  aura,  par  rapport  aux  axes 
dont  l’origine  est  mobile,  des  propriétés  semblables  à 
celles  qu’on  a trouvées  pour  des  axes  fixes,  puis(]ue  les 
équations  (5)  oiU  la  même  forme  que  les  équations  (i)  du 
n°  606.  D’abord  si  les  forces  se  font  équilibre,  en  suppo- 
sant le  système  solidifié,  ou  si  elles  se  réduisent  à une 
seule  passant  par  l’origine  mobile,  les  seconds  membres 
des  équations  (5)  sont  nuis  et  on  en  conclut  encore  que 
la  somme  des  aires  décrites  par  les  projections  des  rayons 
vecteurs  sur  un  des  plans  coordonnés,  multipliées  par  les 
masses  des  points  correspondants,  croit  toujours  propor- 
tionnellement au  temps  ou  est  constante  dans  des  temps 
égaux.  Ainsi  le  principe  de  la  conservation  des  aires  est 
vérifié  relativement  à ce  plan  mobile.  Dans  notre  système 
planétaire,  par  exemple,  on  peut  prendre  pour  origine  des 
coordonnées  son  centre  de  gravité  ; car,  en  supposant  que 
les  étoiles  n’agissent  pas  sur  le  système,  le  mouvement 
de  ce  point  est  rectiligne  et  uniforme  (604).  Du  reste 
les  forces  motrices  de  ce  système  se  réduisent  à des  actions 
mutuelles  entre  ses  tlillérents  points,  en  sorte  qu’il  véri- 


aoS 

tions 
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fie  le  principe  des  aires  relativeineni  a un  plan  quelconque 
passant  par  sou  centre  de  gravité.  ' 


plan  du  maximum  des  aires.  s . 

.614.  Cohsidérons  toujours  un  système  de  points  en" 
■ , Fiff.’  'Cg-  . mouvem(?ni  pour  lequel 

* ,F  \ le  principe  des  aires  a 

J’  . \--2y*  yj\  ' lieu, eppt'enantpo«ro^i- 

/\[^^  / gine  un  point  O fixe  ou 

/ ^ mobile  suivant  les  condi- 

lions  établies  précedem- 
\ ment,  et  proposons-nous 
y‘  de  trouver  un  plan  tel, 

que  la  somme  des  produits  des  masses  par  les  aires  que 
décrivent  les  projections  de  leurs  rayons  vecteurs  sur  ce 
plan  soit  un  maximum.  ^ 

Le  rayon  vecteur  Oui  du  point  m décrit  une  surface 
conique  dont  l’élément  mOn  est  dans  le  plan  tangent. 
Soit  da  cet  élément  et  appelons  «,  6,  y les  angles  que  la 
perpendiculaire  OD  à son  plan  fait  avec  les  axes  coordon- 
nés Ox,  Oy,  Oz.  Désignons  par  w l’aire  décrite  par  la 
projection  du  rayon  vecteur  Om  sur  un  plan  quelconque  P, 
perpendiculaire  à une  drofte  qui  fait  avec  les  axes  les 
angles  A,  B,  C.  En  appelant  9 l’angle  DOE,  ou  l’angle 
que  le  plan  de  l’aire  da  fait  avec  le  plan  de  projection 
on  a ’ ■ _ ' 

. . ' tJa>  = rfo-cos  9, 

puisque  dw  est  la  projection  de  da  sur  le  plan  P.  , 

D’ailleurs  les  projections  de  da  sur  les  jjans  .rOj-, 
xOz,  yO  Z sont  dX,  d?.',  dX",  et  l’on  a 

(iV  = fi  <7  cos  a , dP  = d7COs6,  .di  = «/acos-y 


COS  9 = cos  a cos  A + cos  S cos  cost/  cos  C. 

. II.  . ■ ■ , ’ . ■ i 


I 


t 


2CO  . ^ COUftS  DE  MÉCANIQUE.  •'  , 

Fn  nluhiplianl  celte  dernière  par  da  cl  ayant  égard  aux 
(‘quations  précédentes,  on  aura 

</u  = rf>"cosA  + rfVtosB-t-</)icosC,  ^ . 

'd’où  , • 

(tf  = X"  cos  A X' cos  B 4-.X  cos  C; 

, par  conséquent  * - • 

» 

^/w  w = cos  A X"  + cos  B 2 /n  X'  -t-cosC  ^ . 

# » 

Mais  on  sait  que  (609) 

* 1» 

^mX  = -cr,  ^mX'=^c'/,  ^mX"  = if"/; 
donc  on  a 

(')  ^/n  w = (c"cosA  + f' cosB-t-ccosC)  ~ 

Dans  celte  équation,  le  coefficient  de  t est  constant, 
. Je  plan  P étant  donné. 

Posons  ’ • . ‘ 


-I-  c"  + c'"‘=  k. 

Oi\  peut  écrire 

{ a ) ^ ntüi  — cos  A -t-  ~ cos  B -+-  —cos  c\  - r . 

• c*  c 

Il  est  permis  de  regarder  — > — » - comme  é^anl.les  cosi- 
nus des  angles  formés  par  une  certaine  droite  OF  avec  les 
axes  coordonnés,  droite  dont  la  direction  est  indépen- 
dante de  la  position  du  plan  P.  Par  conséquent,  si  nous  ' 
concevons  un  plan  7t  perpendiculaire  à OF,  la  position 
de  ce  plan  ne  dépend  pas  non  plus  de  celle  du  plan  P-.  Or 
çp  étant  l’angle  EOF  ou  l’angle  des  plans  P et  tt,  on  a 

c'  C ' • 

cos  1)1  = — cos  A -t- Y cos  B -f-y  cos’C, 
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par  suite 

I ' ‘4 

(3)  ' ^ mw  = - /fcosif. 

Ainsi  la  somme  des  aires  décrites  sur  le  plan  P,  multi- 
pliées respectivement  par  les  masses  des  points  correspon- 
dants, est  égale  au  produit  de  - kt  par  le  cosinus  de  l’angle 
dès  deux  plans  P et  7t 

Comme  la  quantité  k ne  dépend  pas  de  la  position  du 

plan  P,  l’équation '(3)  montre  que  la  quantité  est 

maximum  lorsque  <sj  est  égal  à 90'’,  c’est-à-dire  lorsque 
le  plan  de  projection  P coïncide  avec  le  plan  x.  On  a alors 

(4)  ’ = 


Il  existe  donc  un  plan fixe  tel,  que  la  somme  des  aires 
décrites  pendant  un  temps  quelconque  par  les  projections 
des  rayons  vecteurs  des  points  mobiles  sur  ce  plan,  mul- 
tipliées par  leurs  masses,  est  plus  grande  que  pour  tout, 
autre  plan  de  projection.  Ce  plan  est  toujours  le  même, 
tjuel  que  soit  le  temps  écoulé.  Oii  l’appelle  pour  ces  deux 
raisons  plan  du  maximum  des  aires  ou  plan  invariable. 

Son  équation  est  , . • 

. ».  . . 

c" X + c'y  -\-cz—o 

I * 

et  la  somme  relative  à un  autre  plan  de  projection 

se  déduit  de  celle  qui  se  rapporte  au.  plan  ir,  en  la  multi- 
pliant par  le  cosinus  de  l’angle  des  deux  plans. 

Ce  plan  est  le  même  que  celui  du  couple  résultant  des 
quantités  de  mouvement  du  système  solidifié,  qui  a été 
déterminé  précédemment  (602). 
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PRINCIPE  DF.S  FORCES  VIVES. 

* . • • 

Blf).  Considérons  un  système  de  points  m,  m',  m", . . , , 
"sollicités  par  des  forces  P, P',  P^^•••,  dont  nous  désigne- 
rons les  composantes  parallèles  à trois  axes  rectangulaires 
par  X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z',.  . ..  Eu  combinant  le  principe 
de  d’Alembert  avec  celui  des  vitesses  virtuelles  on  obtient 
l’équation  ^ 


(0  2 


[' 


d^x 

dt 


dl 

dt'  J 


-+■  I T,-'-  m 


Les  liaisons  du  système  étant  ex^^rimées  par  un  certain 
nombre  d’équations 


(2) 


L = o,  M=:o,  'N  = o,..., 


qui  doivent  être  satisfaites,  à une  époque  quelconque,  par 
les  coordonnées  des  points  du  système  et  par  ces  coor- 
données après  un  déplacement  virtuel,  il  en  résulte  ( i89) 
que  les  variations  des  coordonnées  sont  assiijèllies  à satis- 
faire aux  équations  suivantes,  dans  lesquelles  le  temps  est 
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supposé  coiisLaut  : 


(3) 


r/L,  rfL  , d-L 

dx  dy  dz 


dU^  dM^  </M,  dM,  , 


•X 1 3 


D’un  autre  côté,  dans  le  mouvement  efl'eclifjdu’ sys- 
tème, les  coordonnées  des  points  devant  satisfaire  aux 
équations  de  condition  (2),  on  a,  eu  ditrérentiaut  celles-ci 
par  rapport  à t,  variable  indépendante, 


(4) 


dL  ^ dL  ^ dL  , dL  , dL  , , 

dx-\~—  — dz-^  — dx  - 

dt  dx^  dy  dz  dx 


; rfM  ^ , rfM  , . dM  , 

\-^dt-{-  ^dx-h  — dy-h-—dz 
j dt  , dx  dy  dz 


-t-  -7—7  do/  -f- . . . = O . 

dx 


On  a déjà  expliqué  la  distinction  essentielle  qui  existe 
entre  les  variations  Jjc,  dy,  ôz,  qui  répondent  à un  dé-  ’ 
placement  virtuel  du  point  M,  et  les  différentielles  dx, 
dy,  dz,  qui  se  rapportent  au  déplacement  réel  que  prend 
ce  point,  dans  le  inouvementgénéral  du  système.  Suppo- 
sons que  les  équations  de  condition  ne  renferment  pas 
le  temps  explicitement.  Alors  les  dérivées  partielles 
rfL  rfM  , 


dt 


dt 


■>  étant  nulles,  les  équations  (3)  et  (4)  mou- 

* 1 ' r • ' . 

trent  qu  on  pourra  taire  . - • ; 

dx  — dx,  Sy  — dy,  ‘âz  zx:  dz,  ^ Sx' = dx' , 


Ainsi,  parmi  tous  les  déplacements  virtuels,  compatibles 
avec  les  liaisons  du  système,  il  sera  permis  de  choisir 
celui  qui  se  rapjwrle  au  mouvement  réel  de  cliuc[ue  point. 
Alors  r<'“quation  (1)  deviendra  , ' 


2I 
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dxd'x-\-dyd‘y-^dzd‘z 


dfi 


^ (Xrfx+Y<fy+  Zdz)=o. 


Mais  à cause  de 


<ir’  -t-  dy'  -H  dz' 
d? 


on  d 


djrd'x dyd^y -\r  dzd'z 
d.v'=. — , 

dO 


, d’où  résulte  . • • . . 

(6)  rf  ^ OTI<’=:  2 2 (Xrfx -t- Yrf/*+ Zrfz),  « 

ou,  en  appelant  d/7  la  projection  du  chemin  parcouru  par 
le  point  M sur  la  direction  de  la  force  P,  , 


.(7) 


Donc  la  dilTérentielle  de  la  somme  des  forces  vives  de 
. tous  les  points  du  système  est  double  de  la  somme  des 
quantités  de  travail  élémentaire  des  forces  motricçs. 

616.  Si  l’on  intègre  l’équation  (6),  entre  les  limites 
to  et  t,  on  aura,  en  désignant  par  u,  la  vitesse  initiale  du 
point  M, 

» 

Donc  dans  tout  système  dont  les  liaisons  sont  indépen- 
dantes du  temps,  V accroissement  de  la  somme  des  forces 
vives  de  tous  les  points,  pendant  un  temps  quelconque,  ' 
est  égal  au  double  de  la  somme  des  travaux  de  toutes 
les  forces  pendant  le  même  temps, 
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Ainsi  la  diÜërencedcs  deux  sommes  de  forces  vives  à 
deux  époques  quelconques  ne  dépend  que  des  coordonnées 
des  points  mobiles  à ces  deux  époques  et  nullement  de 
leurs  liaisons  ni  des  chemins  qu’ils  ont  suivis  pour  passer 
d’une  position  à une  autre.  - ^ 


AUTRE  DÉMOMSaRATlON. 

617.  La  foi  ce  P,  qui  agit  sur  le  point  M,  peut  être  de^ 
composée  en  deux  forces,  la  force  tangentiellc  m ^ et  la 

force  çenti'ipèle  — » p étant  le  rayon  de  courbure  de  la 

trajectoire  au  point  M.'Des  forces  égales  et  contraires  à 
ces  deux  dernières  forces  étant  jointes  à la  force  motrice  P,  ' 
il  doit  y avoir  équilibre  et  par  suite  la  somme  de  tous  les 
moments  virtuels*  doit  être  nulle. 

On  démontrerait,  comme  précédemment,  que  si  les 
liaisons  du  système  ne  dépendent  pas  explicitement  du 
temps,  o,n  peut  prendre  pour  le  déplacement  virtuel  de 
chaque  point  son  déplacement  réel  ds^  Soit  dp  la  projec- 
tion de  ds  sur 'la  force  P:  le  moment 'virtuel  de  cctic 
force  estPiip  : celui  de  la  force  tangenticlle,  prise  en  sens 
contraire,  cs^  ' 

— m — <!s  = — ; m —,dv  = — mt>dv  ; 
dt  .dt 


celui  d’une  force  égale  et  contraire  <i  la  force  centripète' 
est  nul.  On  a donc  ’ . - , ' 


mvdv  ; 


OU 


(7) 

d’oèi  l’on  déduit  encore  réqnation  (8). 


V 


1 
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. i 


CONSÉQUENCES  DU  PRINCIPE  DES  FORCE?  VIVES.  . , 

(H 8.  Quand  il  n’y  a pas  de  forces  motrices  appliquées 
au  système  oq'  si  les  forces  se  font  équilibre  â chaque 
instant,  on  a - • . 

et  l’équation  lypdonné  • . 

■ ' ■ V ' ■'  '■  ' 

* ; , > consl. 

Ainsi,  dans  un  système,  assujetti  à des'  conditions  , 
quelconques,  mais  qui  ne  dépendenfpas  explicitement 
du  temps,  s’il  ny  a pas  de  forces  motrices  ou  si  les 
forces  motrices  se  font  continuellement  équilibre,  la 
somme  des  forces  viues  reste  constante. 

Ce  principe  est  connu  sous  le  nom  de  principe  de  la 
conservation  des  forces  vives.^  Observons  que  dans  les  ^ ' r 
systèmes  où  il  a^lieu,  les  points  n’étant  soumis  h aucune  • 
force  motrice,  leurs  vitesses  ne  varient  qu'en  raison  de  < 
leurs  liaisons  et  de  l’obligation  de  se  mouvoir  sur  des 
surfaces  ou  sur  des  courbes  fixes.  , 

fine  Supposons  (|ue  la  fonction  ' 

• . • „ r ■ 

« 

soit  la  dilïërentielle  exacte  d’une  fonction  dés  variables 

‘ X,  y,  Z,  x',. . : , considérées  comme  indépendantes  ou' 

comme  liées  entre  elles  par  les  équations  L = o,  M =^o,,.. 

Soit  . I - 

* * • *. 

• t * 

(t'i  . ■i.'S{XrlTA-'idy-tr'ldz)=il/{T,y,z,)c’',...).‘  -' 


• > 
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On  aura,  tn  intégrant  l’équation  . ^ 

' / ' * • « 

. • . - ■ 

(2)  d (Xrfx  -j-  y.  dy  -4-  Z^z)  . ^ 

* • • » * 

par  rapport  au  temps, 
t 

(3)  ^nip’  = C+/(r,/,  Z,  a-',/,...). 

Pojir  déterminer  la  constante  C,  désignons  par  i'o  la 
vitesse  d’un  point  quelconque  M,  et  par  *0)  ses 

coordonnées  à une  époque  quelconque  U.  On  aura  >' 

^ « ' 

(4)  _ • '^nivl  = C-i-/(x„  y„  z„.  . r 

et,  par  suite,.  . • 

. « 

(5)  *>  •)• 

Donc  lorsque  le  système  passe  d'u'ne  position  à une  autre, 
r accroissement  de  la  somme  dès  forces  vives  ne  dépend 
que  des  coordonnées  des  points  dans  ces  deux  posi- 
tions. Pour  évaluer  cet  accroissement,  on  n’a  besoin  de 
connaître  ni  Tes  liaisons  des  points  dans  cet  intervalle,  ni’ 
les  chemins  qu'ils  ont  suivis,  ni  le  temps  qu’ils  ont  mis  à 
les  pareburir. 

C20.  L’équation  (5)  montre  que  si  les  points  mobiles 
occupent  la  même  position  à deux  époques  différentes  t et 
to,  la  somme  des  forces  vives  aura  la  même  valeur  à ces 

deux  époques.  On  aura  dans  ce  cas  . 

! ■’ 

- 2 /«<-;  = O, 

pourvu  que,  les  coordonnées  des  points  reprenant  les 
mêmes  valeurs,  la  fonction  f{x,ji  s.  x',  .•■)  reprenne 
aussi  la  racnjc- valeur.  C’est  ce  qui  pourrait  ne  pas  avoir 


ai8  COURS  DE  HÉCAMIQUE.  ' . * ’ 

lieu.  Par  exemple,  si  dans  ■ ' i 

I • • 

^(X<£r  + Yrf/  + Zf/ï) 

on  a une  partie  telle  que  ->r^  différen- 

tielle d'un  arC'6,  dont  la  tangente  est  si  le  point  m re- 
vient à la  position  qu’il  a déjà  occupée  en  tournant  tou- 
jours dans  le  même  sens  autour  d’un  axe,  quelle  que  soit 
la  courbe  décrite,  l’angle  0 aura  augmenté.deaTr,  de  sorte 
que  la  fooctiony  dans  laquelle  entre  9 n’aura  pas  repris 
sa  valeur  primitive.  ■ . 

621.  L’expression  ^ (Xdx-j-Ydy-j-Zdz)  est  ladif- 

férentielle  exacte  d’une  fonction  de  x,  jr,  z,  x',. . . quand 
les  forces  motrices  sont  constamment  dirigée^  vers  des 
centres  fixes,  et  qu’elles  sont  fonctions  des  distances  de 
leurs  points  d’application  aux  centres.  Cela  arrive  aussi 
quand  les  forces  proviennent  d’attractions  ou  de  répul- 
sions mutuelles  entre  les  points  du  système,  actions  dont 
les  intensités  sont  fonctions  des  distances  des  points  entre 
lesquels  elles  s’exercent.  . > 

> 

622.  L’expression  ^ (Xr/x-t-  Yrfy  -j-  Zdz)  n’est  pas 

une  différentielle  exacte  dans  le  cas  où  les  points  du  sys- 
tème éprouvent  des  frottements  ou  la  résistance  d’un 
' milieu.  Cela  tient  à ce  que  les  frottements  et  les  résis- 
tances sont  des  forces  qui  dépendent,  les  premières  de  la 
pression  de  chaque  point  contre  les  surfaces  frottantes, 
les  autres  de  la  vitesse  de  chaque  point.  Dans  ce  dernier 
cas  on  a,  pour  le  point  M , 

' Xrf.c -t- Yr/v Z rfz  = — y(i’)  f/i. 

^ « 

Or  la  vitesse  ne  depeudant  pas  iuii<|uement  de  la  position 
du  point  ni  fie  cellç  des  autre.s  points  du  sy.slème,  f (e)  f/.t 
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ue  peut  pas  être  la  différentielle  exacte  d’une  fonction  de 
z,  a/,. .. . La  même  conclusion  s’applique  au  cas 
des  frottements.  Dans  ces  deux  cas  il  y a perte  de  force 
vive,  et  cette  perte  dépend  d’éléments  autres  que  les 
coordonnées  des' points  du  système  dansjes  deux  positions 
considérées. 

' < ' ^ 

D^S  FORCES  VIVES  DANS  ON  SYSTÈME  A LIAISONS  * 

t ■ 

COMPLÈTES.  “ - 

• ' 
623.  Quand  un  système  de  n points  est  à liaisons  com- 
plètes, il  y a 3«  — i équations  de  condition  : un  seul 
mouvement  virtuel  est  possible  à chaque  instant,  et  il 
est  le  même  que  le  déplacement  réel  d.u  système.  Dans  cc*^ 
cas,  l’équation  des  forces  vives  suffit  pour  déterminer  le 
mouvement  de  chaque  point,  car  en  y joignant  celles  qui 
expriment  les  liaisons  du  système,  on  a 3ra  équations 
pour  connaître  les  expressions  des  3«  variables  x,  y,  z, 
xf,  y, ...  en  fonction  du-  temps.  Il  faut  alors  exprimer 
toutes  les  variables  en  fonction  d’une  seule  Q convenable- 
ment choisie. 

Considérons,' par  exemple,' le' mouvement  d’un  corps 
solide  autour  d’un  axeO«,  ce  qui  constitue  un  système  à 
liaisons  complètes.  On  aura,  en  conservant  les  notations 
habituelles,  . • 

« 

(i)'  ' d'^mv’=2'^(\de  + Ydj'  + Zdz)..  [• 

Or  on-  a 

V — rui\  = w-  ^^nir , 

puisque  la  vitesse  angulaire  est  la  même  à chaque  instant 
pour  tous  les  points  du  système.  D’ailleurs  , 


220  ' 
donc 
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(2)  + = ••  ■■  ■ 

Substituant  dans  l'équation  (i),  ou  a ' . ’ 

V , c/.  w’  . 

2-'”'  = 

ou  bien  ■ v ••  ■ 

équation  déjà  obtenue  (534).  • . ’ 

624.  L équation  du  mouvement  du  pendule  composé, 
établie  comme  conséquence  delà  théorie  des  mouvements 
fie-  170.  rotation,  peut  être  déduite 


En  conservant  les  mêmes  no- 
•">  tâtions  (565),  on  a 


d.^^nw'  z=  d. 


'^{'!^dx  + Ydy+Zdz)='^mgdj-, 
donc,  en  substituant, 
r/, 

et  en  intégrant  ^ 

mr''=  "»/  + C = 2§RI/i  -h  C, 

M étant  la  masse  totale  du  pendule  et  j,  ou  AD  Vy  du 
rentre  de  gravité.  On  .a  d’ailleurs  , . " 

. Jf.  = ""ens  9 , . •• 
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et 


M(//’  -t-  i’\. 


Par  conséquent 


2 ga  ros  6 
n’  -t-  X ’ 


C. 


Pour  déterminer  la  constante  C,  désignons  par  il  la 
vitesse  angulaire  initiale,  correspiondant  à 0 = a,.On  a, 
dans  çe  cas,,  ' ' , 


«’  = n’  + 

</6‘ 

— = + , 

(i{~  tt~  “t—  X' 


«’  -t- 

j.ga 


(ros  0 — cos  al. 


^ (cos  0 — eos  a). 


équation  déjà  obtenue  (56o)  et  qui  représente  le  mon  vé- 
ment  du  centre  de  gravité. 


DES  FORCES  VIVES  DAMS  LE  MOUVEMENT  RELATIE'. 

> 

625.  lé’équation  des  forces  vives  s’applique  au  mouve- 
ment relatif  d’un  système  quelconque  par  rapport  à son 
centre  de  gravité,  pourvu  que  dans  cc  système  il  n’existe 
aucun  point  üxe,  ni  aucun  point  assujetti  à rester  sur  une 
courbe  ou  sur  une  surface  fixe. 

Soient  Gat, , Gyi,  Gz, , trois  axes  parallèles  à trois 
axes  fixes  Ox,  O^,  Oz  et  menés  par  le  centre  de  gravité 
G(a:,  ,y, , Z,)  à une  époque  quelconque.  Désignons  par 

>j,  Ç les  coordonnées  d’un  point  quelconque  z ) 

par  rapport  à ces  axes  mobiles.  On  aura 

(l)  .r, -t- Ç,  y=Y,-\-r,,  z = S,-4-;.  • 

Nommons  v la  vitesse  du  point  M,  et  oa  sa  vitesse 
relative,  c’est-à-dire  sa  vitesse  apparente  pour  un  obser- 
vateur placé  en  G et  qui  serait  entraîné  avec  les  axes  mo- 
biles. Soit  enfin  r,  la  vitesse  du  point  G. 
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On 


(^1 


Us- 


d'où,  à cause  des  équations  (i),  , 

' + Uy]  + dz]  dV  + dr.^  + rfç= 


df‘ 


dt‘ 


.OU 

(3) 


/ rf.r,  d\  dr,  dn  d^  rfÇ'\ 

\ dl  dt  dt  dt  dt  dt  j ’ 

/ </r,  rfÇ  dy^d-n  dt,  dZ\i 

^"'^^^[-dFdF-^idi^-diiny 


' Multiplions  par  in  les  deux  membres  de  cette  équation 
et  ajoutons  toutes  les  équations  analogues  relatives  aux  ^ 
autres  point  du  système.  Si  l’on  observe  que 

2/  d.T,  dl  \ dx,  ^ rfÇ  dy,  ^ dn- 

"(■3ri+ ■•)  = ■*  + ' 

puisque  l’origine  G. étant  le  centre  de  gravité,  on  a 
= O,  etc.,  et  par  suite  2^”  ^ ’ l’équa- 

tion résultante  se  réduit  à 


2'”’’’ = 2'”"' 


OU 

(4) 


^ ini'-  = M c’  -H  ^ 


moi  , 


en  désignant  .par  M la  masse  totale  du  système. 

Ainsi  (et  cette  conséquèncé  s’applique  à un  système 
quelconque  lors  même  qu’il  ne  serait  pas  entièrement 
libre  dans  l’espace),  la  somme  des  forces  vives  des  points 
dans  leur  mouvement  absolu  est  égale,  à chaque  instant, 
il  la  même  somme  considérée  dans  le  mouvement  relatif 
autour  du  centre  de  gravité,  augmentée  du  produit  déjà  . ' 


* 


. ^ 
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masse  totale  du  système  multipliée  par  le  carré  de  la 
vitesse  du  centre  de  gravité. 

626. , Revenons  à l’hypothèse  primitive,  en  vertu  de 
laquelle  on  suppose  le  système  entièrement  libre.  Substi- 
tuant à la  valeur  précédente  dans  l’équation 

O r 

= -irXdy + Zdz), 

on  a ' ■ . ; 

rf. MeJ -(- 

(5)  . ' {'=i^(Xdæ,+Ydy,+Zdz,) 

» « • . * ' 

Or  de  ' / • 

«ï==2^: 


on  tire 


ou 


M 


%d'.v,dj:,  -I-  id*y,dy,  4-  2f/’2,  (/z, 
_ 


rf.jîlv;  = 2 4- Yrf/, Zrfz.)  ; 

donc  l'équation  (5)  se  réduit  à 

/ 

rf.^mo.^  = 2 Yd«  4- ZrfÇ). 

Cette  équation  exprime  que,  dans  le  mouvement  relatif 
'd’un  système  absolument  libre,  autour  de  son  centre  de 
gravité,  la  düTérentielle  de  la  somme  des  forces  vives  des 
points  du  système  est  égale  au  double  de  la  somme  des 
quantités  de  travail  apparent  des  forces  motrices. 
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OUARANTE-NEUVIÈHE  LEÇON. 

DU  CHOC  DES  CORPS. 

# 

Choc  direct  de  deux  corps  sphériques.  — Mouvement  du  centre  de  gravite, 
(^hoc  de  deux  corps  dépourvus  d’élasticité.  — Choc  de  deux  corps  par- 
faitement élastiques.  — Vitesse  des  centres  de  gravité  après  le  choc. 
Examen  de  quelques  cas  particuliers,  — Mouvement  du  centre  de  gra- 
.vilc.  — Principe  de  la  moindre  action.  ’ ' * • 


DU  CHOC  DIRECT  t>E  DEUX  COUPS  SPRÉRIQUES. 

' . i 

. 627.  Considérons  Jeux  sphères,  dont  les  centres  se 

meuvent  sur  une  même  droite  Ox,  dans  le  même  scn.s 
ou  en  sens  contraires,  et  dont  tous  les  points  décrivent 
des  parallèles  à cette  droite. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le.s  deux  corps  se 
meuvent  dans  le  même  sens.  Pendant  le  choc  ils  se  com- 
priment mutuellement  et  leur  forme  sphérique  est  un  peu 
altérée.  Pour  le  bien  concevoir,  il  faut  considérer  chacun* 
de  ces  deux  corps  comme  un  système  de  points  matérjels, 

' de  figure  variable  A cause  des  actions  mutuelles  que  les' 
molécules  des  deux  corps  exercent  les  unes  sur  les  autres. 
La  détermination  du  mouvement  de  chaque  molécule  sc-, 
rait  un  problème  fort  difficile,  mais  on  peut  obtenir  le 
mouvement  du  centre  de  gravité  de  chacun  de  ces  deux 
corps  d’après  le  principe  qui  détermine  le  mouvement  du 
centre  de  gravité  d’un  système.  Il  résulte  de  ce  principe 
et  de  celui  de  l’égalité  entre  l’action  et  la  réaction,  qu’il 
faut,  pendant  la  durée  du  choo,  supposer  appliquées  aux 
deux  centres  de  gravité  des  forces  égales  et  contraires,  di- 
rigées suivant  Ox  et  qui  sont  les  résultantes  de  toutes  les 
•.actions  moléculaires.  Mais  ici  il  faut  distinguer  deux  c.'i.s; 
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628,  Si  les  deux  corps  sont  mous,  c’est-à-dire  dépourvus 
d’élasticité,  après  s’ètre  comprimés  jusqu’à  un  certain 
degré,  ils  cessent  (fagir  l’un  sur  l’autre  à l’instant  où  les 
vitesses  sont  devenues  égales,  et  ils  continuent  à se  mou- 
voir en  restant  juxtaposés  avec  une  vitesse  commune  et 
conservant  la  forme  que  la  compression  leur  a donnée. 


629.  S’ils  sont  élastiques,  ils  tendent,  au  moment  où 
la  compression  cesse,  à reprendre  leur  forme  primitive 
aussitôt  que  la  vitesse  est  devenue  la  môme,  et  de  là  nais- 
sent de  nouvelles  pressions  qui  tendent  à séparer  les  deux 
corps.  Si  ces  pressions  sont  égales  en  intensité  à celles  qui 
ont  lieu  dans  la  première  partie  du  choc  et  que  les  deux 
corps  quand  ils  se  séparent  soient  dans  le  même  état  qu’au 
- moment  où  le  choc  a commencé,  on  dit  qu’ils  sont  par- 
J'aiiemenl  élastiques.  Ils  ne  sont  qu’imparfaitement  élas- 
tiques si  les  pressions  sont  moindres  dans  la  seconde  pé- 
riode que  dans  la  première. 


MOUVEMENT  DES  CENTRES  DE  ORAVJTÉ. 


Fig.  171. 


630.  Occupons-nous  maintenant  de  déterminer  le 
mouvement  des  deux  centres  de  gravité.  Soient  OC  = ar  et 

OC'  = a:',  O étant  un  point  fixe 
pris  arbitrairement  sur  Ox. 
Soit,  à une  époque  quelconque 
du  choc,  R la  valeur  des  deux 
pressions  égales  et  contraires 
appliquées  aux  centres  des  deux 
sphères  et  qui  résultent  des  actions  mutitclles  de  leurs 
molécules.  En  vertu  du  principe  relatif  au  mouvement 
du  centre  de  gravite  (600),  m et  m'  étant  les  masse.s  des 
deux  sphères,  on  aura 


(•) 


11. 
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,Oii  çii  coiu4ut  J’aburd  , 

d' X , d' x' 

dt'  dO  ' . • . 

d’où  ' ' 

I fir  dx' 

m— — m — — =con»t. 
fit  dt 

Donc,  si  l’on  appelle  e et  les  vitesses  des  deux  corps, 
au  commencement  même  du  choc,  on  aura 

me const., 

et,  par  suite, 

dx  dx'  , 

( 2 ) m -T-  =■  mv  + m e'. 

' ' dt  dt 

Cette  équation  exprime  que  la  somme  des  quantités  de 
mouvement  reste  constante  pendant  toute  la  durée  du  • 
choc. 


CHOC  DE  DEUX  CORPS  DÉPOURVCS  d'ÉL ASTICITÉ . 

631.  Supposons  maintenant  que  les  corps  soient  mou.s 
et  désignons  par  u la  vitesse  commune  avec  laquelle  ces 
deux  corps  réunis  en  un  seul  se  mouvront  après  le  choc. 
On  aura,  d’après  la  formule  (2), 

( m -1-  m')  M = me  -t-  m'v'  j 

d’où 

, mv  + m'e'  . 

' « =r 

+•  m 

On  voit  que  si  avant  le  choc  les  deux  corps  allaient 
dans  le  même  sens,  après  le  choc  le  sens  du  mouvement 
commun  sera  le  même.  S’ils  allaient  en  sens  contraire,  la 
vitesse  commune  après  le  choc  sera  celle  de  la  sphère  qui 
•avait  la  plus  grande  quantité  de  mouvement.  En  parti- 
culier si  les' deux  corps,  allant  à la  rencontre  l’un  de 
l’antre,  avaient  des  quantités  de  mouvement  égales,  le 
choc  les  réduirait  au  repos. 


/ . 
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ÉQUATION  DES  FOECES  VIVES. 

(>32.  On  a,  pendant  toute  la  durée  du  choc  (630), 


(•) 


d' X 

/n  — = — R, 


d'x' 


dt'  do 

d’où  l’on  lire,  comme  précédemment, 
dx  . dx' 

(») 


R; 


ni  — — I-  ni  —7-  = niv  m V 


dt 


dt 


Pour  déterminer  les  vitesses  des  deux  centres  de  gra- 
vité après  le  choc,  il  faut  une  autre  équation.  En  ajou- 
tant les  équations  (i)  respectivement  multipliées  par  a/ix 
et  udx',  et  intégrant  le  résultat,  on  trouve 

(3)  =C-l-2j'Rdr, 

r désignant  la  distance  des  deux  centres  de  gravité.  , 

' Pour  déterminer  la  constante  O,  comptons  le  temps  à 
partir  du  commencement  du  choc  et  faisons  commencer 
l’intégrale  à cette  valeur  initiale  du  temps;  il  en  résulte 


et 


(4) 


: mp’  ■ 


Cette  équation  exprime  que  la  somme  des  forces  vives, 
à une  époque  quelconque  est  égale  à cette  somme  prise  au 
commencement  du  choc,  plus  le  double  de  l’intégrale  de- 
R Jr,  prise  à partir  de  la  môme  époque.  Dans  la  première  .• 
période  du  choc  la  somme  des  forces  vives  est  toujours 
moindre  qu’avant  le  choc,  parce  que,  la  distance  des  cen- 
tres diminuant,  on  a dr  et  les  éléments  de  l’inté-^ 

grale  J R dr  sont  constamment  négatifs.  Dans  la  seconde 

i5'  / 
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période,  l«  dislaiice  des  centres  augmente  et  les  éléments 
de  l’iiilégrale  sont  toujoiirs  positifs.  Mais  comme  R a des 
valeurs  moindres  que  dans  la  première  période,  l’inté- 


R«?c,  prise 


pendant  toute  la  durée  du  choc,  est 


Jiégative.  La  somme  des  forces  vives  est  donc  toujours 
moindre  qu'avant  le  choc,  seulement  la  difïérence  va  en 
diminuant  dans  la  seconde  période. 


CHOC  DE  DEUX  CORPS  PAIIFAITEMEMT  ÉLASTIQUES. 


633.  Quand  les  deux  corps  sont  parfaitement  élastiques, 

les  éléments  de  l’intégrale 

deüx,  parce  que  la  résultante  R’reprendla  même  valeur' 
quand  la  distance  r redevitot  la  même.  Il  en  résulte  que 
l’intégrale,  prise  pendant  toute  la  durée  du  choc,  est 
nulle.  Dans  ce  cas  l’équation  (4)  se  simplifie  et  devient 


/ 


Rt^r  se  détruisent  deux  à 


mi>’  ni' 


634.  Proposons-nous  de  déterminer  les  vitesses 
(ix  dx' 

V = — — des  deux  centres  de  gravité  après  le 

, dt  Ht  ai 

choc.  On  a les  équations  (630,  633) 

(1)  • mV m'V  ^ mv m'v' , 

(2)  otV’  m'V"  = mv^  m'v'\ 


On  peut  les  mettre  sous  la  forme 

_ (V’  — = — V'=),^ 

' ^ »»  (V  — v)  = m'(v' — 'V'); 

d’où  l’on  tire,  en  divisant, 

(3)  ^ = 
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On  a donc  deux  «quations  du  premier  degré  (i)  et  (3) 
qui  doiiiienl 

(//I  — V + 2 m’ V 


(4) 


V': 


m -t-  m 

2 mv  4-  f//i'  — /«)  <»' 
m -f- 


63S.  Ou  tire  de  ces  formules  diverses  conséquences. 
Soit  U la  vitesse  commune  aux  deux  centres  de  gravite, 
au  moment  où  la  compression  est  la  plus  grande.  On 

a(631)  ‘ 

mi>  -I-  /h'i’’ 

H = — ; * 

w -f-  w 


mais 


donc 


-i- m v’) 

V = — — r; 

- OT  -)-  m 


. ■ V = 2 n — 1». 

On  trouvera  de  même 

y = 7.U  — ■ v‘. 

I 

Donc  la  vitesse  de  chaque  corps  au  milieu  du  choc  est 
la  moyenne  arithmétique  entre  sa  vitesse  avant  le  choc  et 
sa  vitesse  après  le  choc.  . 

L'équation 

' V'  — V = p— / J' 

fait  voir  encore  que  la  vitesse  relative  avec  laquelle  le 
centre  de  gravité  C s’éloigne  de  C'  après  le  choc  est  égale 
è celle  avec  laquelle  il  s’en  approchait  à l’instant  où  le 
choc  a eu  lieu.  . 


EXAME»  DE  QUELQUES  CAS  PARTICULIERS. 

636.  Si  le  corps  C'  est  en  repos  au  moment  où.C  vient 
le  rencontrer,  e'  = o,  et  si  les  deux  corps  sont  mous,  la 


a.'$0  COURS  OF.  MÉCANIQUC. 

vitesse  après  le  ’rlioc  est  (G31  ) ■ ' • 

ff/i’  ^ 

“ ;• 

■+■  m 

ôn  ne  peut  avoir  u = o que  si  la  masse  m' est  infiniment 
grande  par  rapport  à la  masse  m.  C’est  ce  qui  arrive  pour 
les  corps  mous  tombant  à la  surface  de  la  terre. 

637.  Il  n’en  est  plus  de  même  si  les  corps  sont  par- 
faitement élastiques.  Dans  ve  cas  les  formules  (4)? 
n°  634,  donnent • • 

, ^ _ (m  — /><> 

m ni'  m m' 

Si  m'  est  infiniment  grande  par  rapport  à ni,  on  a 

V 

V = — V,  V'=o. 

Ainsi  le  corps  choqué  demeure  en  repos,  tandis  que  l'autre  , 
est  réfléchi  en  sens  contraire  avec  une  vitesse  égale  à 
celle  avec  laquelle  il  est  venu  ren’contrer  le  premier. 

C’est  ce  qui  arrive  lorsqu’une  sphère  élastique  pesante 
tombe  d’une  certaine  hauteur  sur  un  plan  fixe  horizon-, 
tal  qui  est  lui-même  élastique.  Elle  doit  remonter,  pat;  la 
réaction  du  plan  fixe,  jusqu' à' son  point  de  départ. 

038.  Quand  les  deux  masses  m et  m'  sont  égales,  si 
les  deux  corps  sont  mous,  leur  vitesse  commune  après  le 
choc  sera 

V A-  v' 

« = , 

1 

c’est-à-dire  la  moyenne  entre  les  vitesses  des  deux  corps 
avant  le  choc.  > 

Si  lès  deux  corps  sont  parfaitement  élastiques,  ils^nc 
feront  qu’échanger  leiir  vitesse,  car  en.  faisant  m — m' 
les  formules  (4),  n”  634,  donnent  . 


Fig.  17a. 
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Doue,  si  l’un  des  corps  était  en  repos,  l’autre  restera 
immobile  aprèsi  le  choc  et  lui  transmettra  sa  vitesse,  car 
si-  v'  = o,  on  aura  V = o,  V'  = w.  • 

C’est  ce  qui  arrive  quand  une  bille  C vient  en  choquer 
une  autre  C'.  La  même  chose  aurait  lieu^si  un  nombre 

quelconque  de  billes  égales 
C',  C",  C*  en  repos  et  parfaite- 
ment élastiques  étaient  cho- 
quées par  une  bille  élastique 
C et  de  même  masse,  suivant  la  droite  qui  passe  par  leurs 
centres.  On  verra  facilement  que  toutes  les  billes,  excepté  - 
la  dernière,  resteront  en  repos  et  que  la  bille.  C*  seule  se 
déplacera  avec  la  vitesse  même  qu’avait  la  première  au 
moment  du  choc.  Toutes  ces  conséquences  sont  vérifiées 
par  l’expérience. 


THÉOIIÈME  DE  CÀENOT.  ■ . 

/ 

, (139.  La  somme  des  forces  Vives  ne  change  pas  pai- 
l’etlet  du  choc  quand  les  corps  sont  parfaitement  élasti-  , . 
ques'  : c’est  cc  que  montre  l’équation  du  n°  633.  Mais;, 
lorsqu’ils  sont  mous,  elle  diminue  ut  là  différence  est  > 
égale  à la  somme  des  forces  vives  ducs  aux  vitesses  ac- 
quises ou  perdues  par  les  deux  coi-ps.  En  effet,  cette  dif-  • 
férencé  exprimée  par  /mc’ -(- /«  c'*  — (ni  ■+■  m')  u’’  est 
égale  à . . 

«ir' -t- /«' )«’ — U 
= mv' -h /n' v'^ -t- [m  -h  l/l' )u*  ~ i [fiiv  + ni' v')  it,  ... 

en.  remplaçant  (m  -f-  ni')u  par  nir  + m'e'.  On  a doue  en  ... 
réduisant  . , . . . 

/ne'  -f-  m' v'i  — (//i  + in')u’=^  rn(r  uf  -f  tn'{'U  — 

équation  qui  démontre  le  principe  énoncé. 

On  peut  encore  mettre  cette  perte  de-  force  vive  sous 
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la  forme  — 

m m 

membre  de  l’expression  u par  sa  valeur. 
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- (i'.; — v'y,  en  remplaçant  dans  le  deuxième 


MOUVF.MENT  UU  CEMTRE  UE  GRAVITÉ  COMMUM. 

640.  D’après  un  principe  général  déjà  démontré  (603), 
le'inouvcment  du  centre  de- gravité  commun  du  système 
des  deux  masses  m et  m' ne  doit  pas  être  altéré  pendant 
le  choc.  C’est  ce  qu’il  est  facile  de  vériQer  dans  le  cas 
actuel.  Eu  effet,  x,  étant  l’abscisse  du  centre  de  gra- 


[m  -I-  m'ja"!  — i»x  -t-  m' T , 


dx,  -dx 

m ]—■=  ni  — 
' (U  <U 


. fix' 
Ut 


UXy 

lit 


= mv  + m' U 


et- 


Uxr 

lit  ' 


Ainsi  la  vitessedu  centre  de  gravité  reste  constante  avant, 
{vendant  et  après  le  çhoc.  - • . 

rnlHCtFE  DE  LA  ..MOINDRE  ACTIOuX. 

641.  Dans  le  mouvement  d’un  système  de  corps  pour 
lequel  le  principe  des  forces  .vives  a lieu,  si  l’on  multiplie 
la  vitesse  de  diaque  point  du  système  par  sa  masse  et  par 
‘ l’clémenlde  sa  trajectoire,  et  (ju’on  intègre  la  souimedc  ces 
^produits  depuis  une  position  donnée  du  système  ju-squ’à 
.une  autre  position  aussi  donnée,  la  valeur  de  cette  inté- 

r- grale  I ^ o/iv/a  est  généralement  iin  mlniniiiui.  INou.s 

di.sonS  généiatcmcnl,  paf'-.e  rpi’ll  v a excepiinii  dans  quel- 
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ques  cas  particuliers,  mais  ou  dcmoulrc  que  dans  tous  les 
cas  sa  variation  est  nulle.  ' ' • 

^ Supposons  que  l’ou  ait  ■ ‘ 

2 1»»’  =■  C -H  9 (x, y,  Z,  X', ... 

■ C=  2 wX»  — c,  a't.  .).  ,. 

On’a  ' ■ ' ' ' . 

° — J' ^/nic-rf,ï4-  J'  mi>  S , (is, 

Ôr  _ - ‘ 

• , ^ mSv.ds=  ^ mvSv.dt  = — dt  ^ S<f, 

mais  ■■  \ ' ' . . 

''  » - . » I ' 

donc  • ; < . ■ • 

^ n<5r,  . rf,v  = * ^ (X^x -t- Yi5^  + z)’. 

Ou  a ensuite  . ‘ < 

= 2 d3  zj  , ■ 

ou  bien 

Donc  ou  auj’a  ' ' 
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CINQUANTIÈME  LEÇON. 

«*  ^ 

SUR  LA  ROTATIO.N  d’uN  CURPS  SOLIDE  AUTOUR  d’AIN  POINT  FIXE  (*)> 
\ 

Koroiules  relatives  au  déplacement  d’un  corps  solide.  — A>e  instantané 
de  rotation.  Oélerminatioh  de  la  vitesse.  — Somme  des  forces  vives. 

1 — Moments  des  quaptités  de  roouvemenl.  — Relations  entre  les  cosinus 
i>,  A,  e et  les  composantes  de  la  vitesse.  — Valeurs  de  p,  f , r en  fonction 
des  angles  ip,  f.  B.' 


Fig.  it3. 


FORMULES  RELATIVES  AU  UÉPLACEMEMT  d’u»  CORPS  SOLIDE. 

642. . Considérons  d’abord  «ïn  lui-même  et  indépen- 
damment des  forces  qui  le 
produisent  le  mouvement 
de  rotationd’un  corps  solide 
autoui*  d’un  point  fixe  O. 

Soient  Ox,  Oy,  O z,  trois 
axes  fixes  dans  l’espace  et 
Ox,,  Oyt,  Ozi\  trois  axes 
liés  au  corps  et  tournant 
avec  lui  autour  du  point  O. 
On  a les  formules  ; 


(•) 


I J — a x,+  b c a,, 
I y = a'  x,+  i'.i  , -t-  c'ï,, 
( 'z  = «''.r,-U-  -f-  c"i|. 


Les  cosinus  a,  b,  c,  a',. . . sont  les  mêmes  à chaque  instant 
pour  tous  les  points  du  corps,  mais  varient  pendant  le 
mouvement  : ce  sont  des  fonctions  du  temps., J.es  axes 


( * ) Lft  plus  QPAndc  parlic  de  colle  I.eçon  « élé  publiée  par  M.  Sltirm 
ynuvrUrs  Aimatrs  Hr  t.  X’(i85i),  p.  419  ' '* 
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éiaiit  rectangulaires,  on  a les  relations  comulo 

I n’  «'*  -f-  »j"'  = 1 , ab  + a' b'  a" b"  = o,. 
(2)  ! é''+ 1 , ac-(- aV-H  <j"  c"=  O,  ' 

_ ■ ( c’-t- c'’ + c"’=  I , be -\^  b' c' b" c"  = O, 

qui  en  entraînent  d’autres  équivalentes,  ‘ 


(3) 


o’-f- e’=  I,  aa'-H  66'+ rc'=  O, 


6 i3.  Les  composantes  de  la  vitesse  u du  point  m paral- 
lèles aux  axes  fixes,  ou  les  projections  de  cette  vitesse  sur 
les  axes,  sont 


r/j-  da  db  ' de 


dt  ’ 
de' 


dt' 

dz 

dt  dt 


rfû' 

Tt 

da" 


db' 

' dt  ■ 
.db” 


de” 


y'inV'-di' 


'Comme  les  axes  fixes  sont  arbitraires,  il  nous  est  permis 
de  supposer  que  leur  position  soit  celle  qu’occupe  le  sys- 
tème-mobile des  axes  Ox,,  Oj',,  Oa,,  au  bout  du  tenlps  f, 
position  dont  ce  dernier  système  s’écartera  après  le  temps 

f.  Alors  deviennent  les  composantes  u,,  r»,,  tv,, 

•de  la  vitesse  v parallèles  aux  axes  Ox,,  Oj',,  Oa,,  au  bout 

du  temps  t,  pourvu  qu’on  prenne  les  valeurs  de  ^ ‘ 

dans  cette  hypothèse.  Or  les  relations  (2)  donnent,  quels 
«pie  soient  les  axes  fixes,  ' ‘ . 

. ^ ada.A-  a'da'  + a"da"  =0, 

. ■ . ■ '.bdb^-^  b' db' + b" db”=  O, 

ede  + e'  de'  + e”dc"  —o, 

(idb a' db' a" db" bda  + b'da' b" da"  v>y 

ndc' n' de'  a"dc"  + rda  + c'da'  + e"da"  = o, 

V h'de  + 6'rff' + 6"//r" -t-  nlh  ) r'(/6' + r'V/6"  r=  O.  ■ 

.Si  l’on  suppose  que  ces  axes  fixes  conicident  avec  Ox,, 
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0»'i,  Ozi,  au  bout  du  temps  ou  a alors 

rt  I , i ==  O,  i-  = U, 

• o'=o,  //=i,  e'=  O, 

^j"=;  O,  //'’=  O,  c"=  I,  _ 

Cl  les  é(|uaiions  qui  précèdent  deviennent 

da  = O,  rfè  + da’  = o,  ' ■ ' ' . 

db'-=o,  de  -I- rfa"=  O,  - ■ . 

, dc"=o,  dc'+  db"=:0.  ' ' ' , . ■ 

On  aurait  les  irtémes  résultats  en  diflércntiant  les  équa-’ 
lions  (3).  ^ 

‘ Posons 

db''_  de' _ de  __  rfa'’_  da' _ db  ^ . 

dt~  dt  dt  dt~^’  ~dt  ~dt~’^\ 

• « . 

nous  aurons 

(5)  «,=  ^z,— /y,,  t»,=  rx,  — y?z,,  (V,  = /)>',— i/.r,. 

t' 

. Ces  quantités  p,  q,  r déterminent  le  déplacement  après 
le  temps  des  axes  Oo:,,Ori,Oir,,  liés  au  corps,  car  leurs 
directions  nouvelles  après  le  temps  dt  que  nous  désigne- 
rons par  Ox’f.Oy,  Oz',  font  avec  celles  qu’ils  ont  au  bout 
du  temps  t et  qu’ou  vient  de.prendre  pour  axes  fixes,  les 
angles  qui  ont  pour  cosinus  a-hda,  b-{-db,e\.c.,en  faisant  ' 

a = I , da  = O,  - b = O,  dh  — rdt.  • . , 

c’est-à-dire  qu’on -a 

'|  cos  j:,Ox'=  « -I- rffl  = I, 
cosx,Oy=db  = — rdt,* 
cos  i|Oi'  = rfc  qdt,  ■ • / 

coa  y, Ox' = da' = rdt,  - ' 

cosrrOy— I. 

cos  y,0  z'  = de'  = — pdt,  ' , 

cos  z,Ox' = — qdt,  ■ . . • . ' 

co%  Z, O x'  = db"  = pdx,  ..  ' : ••  • , 

\ cos’ziO*'=  I.  ■ • ■ 
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644.  Si  l’on  i-cprend  des  axes  fixes  quelconques  Ox, 
Oj^,  Oz,  les  lignes  Ox,  et  Oj'  feront  avec  eux  des  angles 
ayant  pour  cosinus  a,  a',  a"  et  h -i-db,  b' db\  b"  4-  db"  ; 
on  aura 

cos  x,Oy  = -rdt=a(b-hdh]-i-a’  (b'  +-  db')  + «"  (6"-f-  db"), 

J 

OU  • 

— rdt  adb a' db' -t- a" db" , 

•et  aussi  ■ > • ■_. 

. n/f  = co8^rOx'  = (a4-rfa)  + A'(n'-+-rffl')4-  b"[a"  + da"). 


OU 

(8)' 


rdt=  bda  4-  b'da'  b"da". 


On  aura  de  même  les  expressions  de  pdt  et  de  qdt  pour 
des  axes  fixes  quelconques. 

AXE  INSTANTANÉ. 

' 645.  Les  ^wints  du  corps  dont  la  vitesse  est  nullç  à 
l'époque  t,  se  trouvent  sui^  une  droite  donnée  par  les 
équations 

, Ç2,  — r>,  = o,  rx,  — /32,  = o,  pjr,—  qx,~o, 


OU 


fl  — ^ — fl. 
P~  9 ~ ' 


Cette  droite  passe  par  le  point  fixe  et  fait  avec  les  axes 
des  angles  dont  les  cosinus  sont 


. P 


- \//'’4-  7’4-  4 ^p'+ l'y  ^P‘+  v’4-  f ' 

Le  corps  tourne  dope  autour  de  celle  droile  pendant  le 
temps  infiniment  petit  dt.  Mais  la  position  de  cet  axe 
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dans  l’intéi'ieui’  du  corps  change  d’uu  iiislaut  à un  autre, 
c'est  pourquoi  on  l’appcllè  l’axe  instantané  de  rotation. 
Les  lieux  des  axes  instantanés  dans  le  corps  et  dans  l’es- 
pace sont  deux  surfaces  coniques  ayant  pour  sommet  le 
point  fixe  O.  Elles  se  touchent  à l’époque  t suivant  la 
droite  qui  est  l’axe  instantané  actuel,  et  après  le  temps  dt 
suivant  une'  autre  droite  infiniment  voisine,  qui  a décrit 
Un  angle  infiniment  petit  du  second  ordre j pour  devenir 
le  nouvel  axe  instantané  ; de  sorte  que  le  mouvement  du 
corps  n’est  antie  que  celui  du  premier  cône  attaché  au 
corps,  roulant  sans  glisser  sur  la  surface  de  l’autre  cône 
fixe  dans  l’espace. 

646.  Soit,  01  l’axe  instantané,  au  bout  du  temps^r  : il 
fait  avec  les  axes  de  ar, , j", , z,  des  angles  dont  les  cosi- 
nus sont 

cos  10.r,  = — — . 

VA'>  9’  -(-  r* 

COS  IO7,  = ■ 1 , 

cos  10  Z,  = - ■ ■ « 

V'/-'’  -+-  y’ 

ou  , 

P Q f' 

cosIOxi  = -)  oosIO/,  = coslOz,  = -, 

U U ' . «) 

en  posant 

w’  = p’  -t-  ç’  -4-  c.  ? 

On  voit  par  ces  formules  que  l’axe  instantané  peut  être 
représenté  par  la  diagonale  d’un  parallélipipède  dont  les 
arêtes  dirigées  suivant  les  axes  fixes  sont  p,  q,  r. 

647.  Quand  les  rapports  ^ seront  constants,  l’axe 

de  rotation  restera  fixe  dans  le  corps  et  par  conséquent 
-aussi  dans  l’espace,  puisque  la  vitesse  sera  toujours  nulle 
pour  les  mêmes' points  du  corps.  , > . . : 


u4o  COURS  DK  MÉCANIQUE. 

On  a,  par  rapport  aux  axes  fixes, 

cos  10  X = <i  cos  10  X,  ■+■  b cos  lOj)',  M-  c cos  10  z, , 
^ \ 

DU  bien 

an  ■+■  bq  er 

cosI0x=  ■ , 

b> 

On  aura  do  même 

cos  10/  = 


a' P + b'  q ■+■  c'  r 


cos  10  Z 


O P 


b" 


q -h  e r 


Donc,  quand  p,  ç,  r seront  constants,  les  numérateurs 
seront,  indépendants  du  temps.  C’est  ce  qu’on  vérifiera 
plus  loin  ((556).  ^ 


DÉTERMINATION  DE  LA  VITESSE  U. 

648.  Pour  avoir  la  projection  de  la  vitesse  i*  sur  l’axe 

Oxi,  il  faut  faire  la  somme  des  projections  de  ses  compo- 

f/x  fly  di  . , ’ 

sautes  — i — » — sur  cet  axe,  ce  qui  donnera 
dt  dt  dt  ' ^ 


dx 

dt 


dt 


dz 

lit' 


ou,  d'après  les  valeurs  de  ^ (643) 


qz,  — rr,. 

On  trouvera  de  même  /vr, — pzy,  py'f — </x, , pour 
les  deux  autres  projections.  Ainsi  les  quantités  tyz,  - — ly, , 
rx, — pzi,  pYx — , qui  sont  nulies  pour  tous  les 
points  situés  sur  l’axe  instantané  (645),  expriment  jMuir 
un  autre  point  quelconque  //i  les  composantes  de  la  vitesse 
parallèles  aux  axes  O.r, , Oj', , Oe,  . 

1..CS  valeurs  de  p,  r,  sont  indépendantes  de  la  posi- 
tion des  axes  fixes  Or,  Oy,  Oz,  puisque  les  projections 
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Je  la  vitesse  v sur  les  axes  Oxi,  O/,,  Ozt,  qui  sont 
gZi  — ryti  etc.,  ne  dépendent  pas  de  la  position  des  axes 
fixes. 


6A9.  Des  équations 

dx  , 

dz 

a — a 

dt 

dt 

7i 

= qz, 

— rfi. 

» 

1 dx 

dy 

dz 

(•)  j 

b — +b' 
dt 

dt 

+ 

b" 

dt 

/x. 

—/'ïi, 

’ dx  , 

dr 

dz 

ç — + c' 
dt 

dt 

c” 

S" 

il 

— qx, 

on  lire 

djG  * ' 

— = a [qz,  — /y,)+  6(rx,  — pi,) c {py ^ — ^x,), 
dt,~ 

(2)  I ^ = a'(çï,  — rv,). H-*' (/-X,  — />*,)  + c'(/7/,  — qx,], 

f ^ = a"  (73,  — rr,  J + h"(rx,  — pz,)  + c"  [py,  — qx,). 
' ^ at 

On  a,  en  outre, 

v'=z{qz,  — ry,y  + {rx, — pi>Y [py>  ~ r, 

= (/>’H-9’  + r=)(xJ  -\-y\-^-z\)  — [px,  + qy,-^rz,y 

= (O/n’.w*  — O m’ . cos’IOot,  ,« 

à cause  de  • 

cosIOm=-' 1- 1 

, ■ ' : ■ ■ <•>  K w '<*  au 


P x=  a.Om  sih  10 m, 


pu, 


De  là  on  tire 

(3), 

P étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  m sur  l’axe  01. 
Ainsi  w est  la  vitesse  angulaire  ou  de  rotation.  • ' ' 

(>50,  'On  peut  encore  obtenir  la  vitesse  de  rotation,  en 
chercbanl  la  vitesse  absolue  d’un  point  particulier  et  la 
'.‘il.  ' • • 16  . • 


■ / ■ 
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divisanl  par  la  distance  de  ce  point  à l'axe  instantané.  Si 
l’ou  choisit  le  point  situé  sur  l’axe  des  z,  à l’unité  de 
distance  de  l’origine,  on  a .r,  = o,  y,  o,  s = i : alors 
les  composantes  de  sa  vitesse  sont 

' i ' . ■ 

U,Z=IJ,  P,  = P,  (V,  =o,  , 

• d’où  résulte 

1'  = -f-  v’. 

I.a  distance  de  ce  point  .à  l’axe  instantané  est 

sinlOz,  = v^i — cos’lOz,  ^ 

r*  y//?*  + 7* 

p’  4-  </’+'■’  ~ + 


En  divisant  v par  relie  distance,  on  a bien  la  vitesse 
angulaire  ou  de  rotation  égale  à y/p 4- r’  ou  w,  et 
comme  p = wcosIOjTt , y = wcosIOj,,  r = facoslOz(, 
on  voit  que  les  quantitésp,  <y,  r,  données  par  les  formules 
— prh  — bflc-^-b'dc'-^b"(ic",cU'.  (6il),  ne  dépendent 
pas  de  la  position  des  axes  des  x,  y,  z,  mais  seulement  de 
celle  des  axes  des  Xt , y, , z,.  \ . 

La  vitesse  co  ou  /’  peut  n’ètre  pas  constante 

quoique  l’axe  de  rotation  soit  invariable;  elle  peut  aussi 
être  constante,  si  l’axe  de  rotation  est  variable. 

(iol . On  vérifie  tpie  la  direction  de  la  vitesse  v est  peii- 
pendiculaire  au  plan  lO/n.  Car  e fait  avec  les  axes  des' 
X,,  yi,  Z,  des  angles  dont  les  cosinus  sont 


cos  a : 


ïz.  — rr< 


cos  6 


— — p^> 


pri- 

cos  7 = - — 


qx, 


Cl  l’axe  instantané  des  angles  dont  les  cosinus  sont 
cos  a'  - 1 COS  §'  = - 5 cos  7'  = - j 

' . • to  M M 

et  l’on  a bien 

/ 

, ' COS  a cosa'x-f-  cos  6 cos  6'  cos  7 cos  y'  = o. 
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On  appelle  p,(/,r,  les  composantes  de  la  vilesse 
angulaire  de  rotation  co  suivant  les  axes  rectangulaires 
Ox,,0/,  ,0«, • ' 


SOMME  DES  FOnCES  VIVF..S. 


6S2.  La  somme  des  forces  vives  de  tous  las  points  du 
corps  est  _ . 

• ^ 2 — rjr.y  ■+■  {rx,  — pz,  )’  (pr,  — qx,  )»] 


(■)  -■  ;• 


//II'*  = A/?’  H-  -1-  C / % 


A,  B,  C désignant  les  moments  d’inertie  du  corps  par 
rapport  aux  axes  O.r,  Oj,  Oz.  D'un  autre  cAié  (6-40) 

(a)  = 

Or  p’  est  le  moment  d’inertie  du  corps  par  rapport  _ • - 

à Taxe  instantané;  on  a donc,  en  désignant  par  2 A le 
diamètre  correspondant  de  l'ellipsoïde  central,  ' ' 

(31  ■ J.’ 

I » 

c’est-à-dire  que  la  somme  des  forces  vives  est  égale  au 
carré  de  la  vitesse  angulaire  divisé  par  le  carré  du  demi- 
diamètre  de  l’ellipsoïde  central  qui  coïncide  avec  l’axe 
instantané.  . - 

MOMENTS  DES  qUANTITÉS  DE  MOUVEMENT. 

t»3.  Prenons  les  moments  pàr  rapport  aux  axes  Oj:,  , 

Oj'*,.  Ozt  de  la  quantité  de  mouvement  wu  du  point  ni,  ^ 
comme  si  c’était  une  force  (qu’on  remplacerait,  dans  la 
théorie  des  couples,  par  une  force  égaJe  et  parallèle  appli- 
(|uée  à l’origine  et  un  cotiple).- 


Digitized  by  Google 


a44  ' COURS  DE  MÉCAHIQUE.  , 

Le  moment  de  mr  par  rapport  à Ox,  est 

Oit  ' . 

mx,(pf,-—qjr,)  — mz,(rx,—pz,). 

La  somme  des  moments  de  tous  les  points  du  corps  par 
rapport  à l'axe  OX|  est  donc 

-i-  z])  — q Xt  — r'^mx,  Z,. 

Cette  somme  se  réduit  à Âp,  en  supposant  que  les  axes 
Ox,  ,0_y,  ,Oxi  soient  les  axes  d’inertie  principaux  du 
corps  pour  le  point  O.  Ainsi  en  nommant  A,  6,  C les 
trois  moments  d’inertie  principaux  dü  corps  pour  le 
point  O,  Ap,  B<7,  Cr  sont  les  sommes  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  des  points  du  corps  par  rapport 
aux  axes  principaux. 

Dans  la  théorie  des  couples,  ces  moments  sont  ceux  ^ 
de  trois  couples  agissant  dans  les  trois  plans  coordonnés 
— Ils  donnent  un  couple  résultant  dont  le  moment 
G = v^A’  p’  -+-  B’  <f*  -I-  Cr*  : la  perpendiculaire  à son  plan 
fait  avec  les  axes  OX) , , O z,  des  angles  qui  ont  pour 

cosinus  M.  Poinsot  a remarqué  que  ce  plan 

est  le  plan  diamétral  conjugué  au  diamètre  de  l’ellipsoïde 
central 

Ajr’-i-  Cz~  I, 

qui  est  dirigé  suivant  l’axe  instantané. 

En  effet,  soient  x',jy',  z'  les  cordonnées  par  rapport 
aux  axes  Ox, , Oj", , Oz,  du  point  N où  l’axe  instantané 
rencontre  l’ellipsoïde  central  : on  a 

P q r' 

et  aussi,  puisque  le  point  N est  sur  l’ellipsoïde. 
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Le  plan  tangent  en  ce  point  N a pour  équation 
kx' X B/'j'  -4-  Cz  s = I , , 
le  plan  diamétral  conjugué  à ON  a pour  équation 
Kx' X -i-  Bj  'x  -H  C z' Z = D , 


345 


ou 


Kpx  + Bçj  + Crz  = O . 


La  perpendiculaire  à ce  plan  diamétral  fait  avec  le& 
axes  OXi,  Oyi,  Oa,  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

4^)  -TT»  Donc  ce  plan  est  celui  du  couple  résultant. 

654.  Si  l'on  prend  des  axes  fixes  quelconques,  on  aura 
la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par 
rapport  à l’axe  Ox  d’après  les  lois  connues  de  la  compo- 
sition des  moments  ou  des  couples,  en  multipliant  les 
momënts  Ap,  B^,  Cr  relatifs  aux  axes  Oar, , Oj  , , Oa, 
par  les  cosinus  a,  b,  e des  angles  que  Ox  fait  avec  ces 
axes  et  ajoutant,  c’est-à-dire  que 


Bÿà 


C^c, 


0) 


"I  ( ^ ”77  ) ~ + Bi/à"  H-  C/x'". 


RELATIONS  ENTRE  LES  COSINUS  a,  b,...  ET  LES  COMPOSANTES 
DE  LA  VITESSE. 

> 

655.  11  existe  entre  les  cosinus  a,  A. . . , et  p,‘  q,  r des 
relations  utiles.  Eu  comparant  les  formules 


,U 

<lt  • 


lia 

' ' 'ni 


(BW) 


^ = a{  <p,  — ) t-  b{r.i  , — pi,  ) 4 c (/>r,  — r/.r,  ),  ((jW) 
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et  les  autres  formules  analogues,  on  obtient 


1 tia  , 

da" 

da' 

1 - 

\ 

Cq, 

—^=br-c'q. 

■rfT  = * 9, 

\ db 

db'  , 

db" 

nr. 

— =cp~ar. 

II 

V 

1 

■ 

I de 

bp, 

de' 

de**  , 

-=aq-bp. 

-^=a"q-b"p. 

y arrive  encore 

en  multipliant  par 

a,  b,  c,  puis  par 

b',  c',. . . les  équations  (6i3,  644) 


ada  ■+■  a'  da’  ■+■  a"  da"  = o , 

hda  h'da'  -t-  b"  da"  = rdt , 

eda  ■+-  c'  da'  c"  da"  = — . ' 

et  de  même  pour  db^  db' , db" , etc. 

> . ■ 
606.  On  déduit  des  .équations  (2) 

pda  qdh  rdc  = O , . . 

pda'  + qdb'  -t-  rdc'  = O , 
pda"  + qdb"  + rdc"  = O, 

formules  qui  servent  à vérifier  l’invariabilité  de  l’expre.s- 
sion  ap  -i-  bq  -h  cr  quand  p,  q,  r sont  des  constantes. 

Les  difi’érentielles  da,  db,  de  sont  les  projections  sur  les 
axes  Ox,,  Oji,,  0^1,  du  déplacement  du  point  pris  sur 
l’axe  Ojc  à runité  de  distance  de  l’origiiie.  Ce  déplace- 
ment a pour  valeur  \/da^  ■+■  db*  -i-  de'.  En  remplaçant 
da,  db , de  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (2),  on 
aura 

dt\J(br  — cqY (cp — ary (aq  — bpf. 


ou 


dt  <J\a^+  b*  -+-  c>)  [p‘  -t-7"  r^)  — [ap  -h  bq  + cr)’, 

zdtsjui^  — cos' IOj wd/ sin  lOx. 
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La  ilirecliou  de- ce  déplaecnieut  est  perpeiidiciilaii  c an 
j>lai)  IOj",  car  les  formules  (2)  donnent  ' 

ada  -I-  bdb  -f-  cdc  — o. 


P-da 


db  de. 


ô({uatious  qui  expriment  que  la  direction  du  déplacement.  , 
est  perpendiculaire  aux  droites  Ox  et  01. 


VALEURS  OEy^,  q,  r EN  FONCTION  DES  ANULES  tp,  f Cl  0. 

657.  La  position  du  corps  par  rapport  aux  axes  fixes 
Fig.  17^.  dépend  des  angles 

LOx  = <{;, 

LOXj  :=  Ÿ f 

lOs,  = 9; 

OL  étant  la  trace  du  plan 
x,0/,  sur  le  plan  .xOy. 
Supposons  que  L,  x,  j , z, 
X,,  etc.,  soient  les  inter- 
sections des  droites  Of, , 
0.r,  etc.,  avec  une  sphère  de  rayon  égal  à l’unité  ; on  a, 
<lans  les  triangles  sphériques  Lxx,,  Lay  ,, 

cos  xO X|  = a — eus  9 sin  i(/  sin  e -f-  cos  ^ cos ip , ' . 

cos  .c  Ojr,  z=  b ~ cos  9 sin  cos  y — cos  ij/  sin  f. 

Changeant  eu  4-  90",  on  a 

I co'i  _>  Oxi  =r  a' =;  cos  9 cos  i sin  Ÿ — sin cos^» 


(») 


\ coS  7O/1  = 6'  = cos  9 cos  41  cos  y -h  sin  4/  sin 


Le  triangle  sphérique  Lxzi,  en  observant  que  l’angle 
.xLz,  = 90“  — B,  donne  cbsxOz,  et  rosj^Oz,  ou 

A ' ‘ . ' 

ic  = sin  9 siiiiji, 

, . 

c = sin  0 cosip.  . ■ _ • ■ 


f ' 
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Enfin  le  iriangle  L zjt,  donne  ' • 

I n“  — — sin  0 sin  y,  . , 

(4J  • <1  b"  = — sin  0 cos  y, 

I c"  = cos  0. 

Substituons  les  valeurs  de  a,  b,.  . . en  (bnelinn  de;|/, 

6 et  leurs  diflërentiellcs  dans  les  équations 

i p,lt  = — bdc  — b’ de'  — b"  de', 

(5)  I ijdt  =:  ndc -i- a' de' a" de" , 

. { rdl=  bda-hb'dn'  -hb"<ia". 

Les  valeurs  de  c,  c',  c"  ne  contenant  pas  (p,  celles  de 
fidt  et  qdt  ne  contiendront  pas  dr^.  Et  comme  les  valeurs 
de  b' , b"  se  déduisent  de  celles  de  u,  a',  n",  en  aug- 

mentant (f  d’un  angle  droit,  la  valeur  de  — pdt.  se  déduira 
de  même  de  celle  de  qdt.  On  aura,  réductions  faites, 

!pdt  = sin  ç sin  thl^  cos^'^Û, 

(/(//-■=  cjs  y sin  Of/i -- sin  (fdO , 

^ r<// = f/<p -H  cos  Grfiji. 

<p  n’entre  pas  dans  ces  formules,  parce  que  ou  LOx 
étant  compté  à partir  d'un  axe  arbitraire  Ox,  les  valeurs 
de  p,  qi,  r ne  doivent  pas  changer  quand  on  augmente 
cet  angle  d’une  quantité  constante. 

658.  On  peut  arriver  encore  à ces  formules  par  la' 
théorie  de  la  composition  des  rotations  eu  vertu  de 
laquelle  la  projection  de  la  résultante  de  plusieurs  rota- 
tions sur  un  axe  est  égale  à la  somme  des  projections  des 
rotations  coniposante.s,  chaque  rotation  étant  représentée 
par  une  longueur  prise  sur  son  axe  et  proportionnelle  à (**) 


(**)  Cette  conipoaitioii,  analogue  à ceUc  des  forces,  repose  sur  le  théo- 
rème suivant  : Sif  deux  causa  quciconqueSi  un  corps  tend  à la  fois  è 
prenàte  deux  rolatimis  représentées  par  les  deux  côtés  d'un  pamUélo- 
^rammCf  le  Corps  prendra  une  rotation  unique  représentée  par  ta  thagonahi 
de  ce  parallélngramnie.  Voir  Poi.vsm,  Théorie  nouvelle  de  la  rotation  (h  % 
Corps,  Journal  de  M.  I-ionvUle,  I.  XVI  (i85i),  p n- 
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sa  grandeur.  11  eu  résulle  que  la  rolalioii  (luil  du  corps 
autour  de  l’axe  instantané  équivaut  aux  trois  rotations 
successives  pdt,  qdt,  rdt  autour  des  axes  OoTi,  Oy, , O z,, 
et  aussi  aux  trois  rotations  successives  du  corps  autour 
des  lignes  Oz,  OL  et  Oz,,  indiquées  par  les  différentielles 
di^,  dd  et  df.  En  outre  pdt  étant  la  projection  sur  l’axe 
Oxt  de  la  rotation,  wdt,  on  a 

pdt=  <j6cosLOxi  + coszOx,  + cosziOx, 

= costp  rf  6 -4- sin  0 sin  ç rfij)  ; 

ensuite 

qdt  = d 6 cosLOj^i  -h  d-^  cos  iOy,  + d<f  cos  z,0.r:i 
= — sin  (jid0  + sin0  cosf</i|i; 

cntin 

rdt  = </9  cosLOZi  -4-  rf'|i  cos  zOZ|  -I-  rfy  cosz,  Oz, 

= rfy  -f-  cos  $ rf^ . 

659.  Réciproquement  on  peut  trouver  ^ ^ 

en  fonction  dep,  q,  r.  Les  rotations  dO,  d{p,  d<j>  se  font 
autour  des  axcsOL,  Oz,  Oz,. 

D’abord  la  somme  des  projections  de  ces  rotations  sur 
OL  est  d9  ; on  a donc 

N 

rf0  = /jdt  cosLOx,  ■+-  qdt  cosLOj,  -H  rdl  cosLOz,,  , 

d’où  . 

rfO 

— z=  |jcosy -f- y siiiy; 

J . - , 

on  trouvera  ensuite^  . . , ‘ • S 

1 > 
dh  . . ' , 

sm  0 = P sin  y ■+-  '/  cos  y , 

rfj/  . 

sin  0 — r sin  0 — sin  y cos  0 — y tos y ce»  0. 
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CINQUANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

ROTATION  DUN  CORPS  SOLIDE  AUTOUR  DUN  lOlNT  KIXE  (SUITE).  — 
MOUVE.ME.NT  ü’u.N  CORPS  SOLIDE  LIBRE. 

Hijualions  du  mouveniont.  — Cas  où  il  ii'y  a pas  de  forces  motrices.  — 
pian  invariable.  — Mouvement  de  l’ellipsoidc  central.  — Lieu  des  axes 
iustanlaucs  dans  le  corps.  — Lieu  des  .axes  des  couples  résultants.  — 
Mouvement  d'un  corps  solide  entièrement  libre. 


ÉQUATIONS  DU  MOUVEMENT. 

“ 060.  Supposons  maintenani  que  des  forces  motrices 

données  agissent  sur  le  corps  solide.  Désignons  parX,  Y,  Z 
les  composantes  parallèles  à des  axes  fixes  de  la  force  ap- 
pliquée à la  molécule  ni  qui  a pour  coordonnées  x,  j)',  z. 
D’après  le  principe  de  d’Aleinberl,  les  forces  perdues 

X — m —^1  etc.,  doivent  se  faire  équilibre  autour  du 

{loiut  fixe  O;  il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  la  somme 
de  leurs  moments,  par  rapport  à ebacun  des  axes  fixes, 
soit  égale  à zéro,  ce  qui  donne  les  trois  équations 


en  désignant  par  L,  M,  X les  sommes  de  moments  des 
forces  motrices  par  rapport  aux  axes  fixes.  La  première 
des  équations  peut  s’écrire  ainsi  : 


- CINQUAMTE  ET  UMÊME  LEÇUK. 

s 

Mais  on  a trouvé  plus  haut  (t)5i) 


Dont-  on  a 


— (A^a  4-  Bf/6  -t-  Crc)  = L, 


tia  db 


de 


(2)  Aa— — |-B6— — h Ce  ~ -I- A B<7 -r — hCr— r-=L. 

' ' dt  dt  dt  ’ dt  ■ dt  dt 


Faisons  coïncider  les  axes  fixes  avec  les  axes  principaux 
du  corps  Oxi,  O/,,  O^i,  pris  dans  la  position tju’ils  oc- 
cupent au  bout  du  temps  /.  Nous  aurons  alors 

da  db  de 

“=■’  * = ‘’>  "=“’  *="’  ^ = 

en  même  temps  ,il  faut  remplacer  L ou  ^ (Zj  — Y zj 

par  la  somme  des  moments  des  forces  données  par  rap- 
port à l’axe  Ox,,  que  nous  désignerons  par  L, . 
L’équation  (a)  devient 

(3)  A ^ -+-(C  — B)?r=L,,  ' . 

et  les  deux  autres  équations  (1)  donnent  de  même 

I * * 

(4)  Bj--l-(A-C)p/-=iM., 

(5) .  / C^-l-(B-A)/,r/=N.. 

Ce  ^soni  les  formules  d’Euler  : L,,  M,,  N,,  désignent  les 
-moments  des  forces  motrices  par  rapport  aux  axes  prin- 
cipaux du  jorps  à l’époque  t. 

(561.  On  les  obtient  encore  «le  la  inaiiière  snivanté. 
D’après  la  composition  des  moments  ou  des  couples 


aSa  .covKs  de  mécanique. 

analogue  à celle  des  forces,  la  somme  Ap  des  moments 
des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à l’axe  Ox,  est 
égale  à la  somme  des  moments  par  rapport  aux  axes  fixes 
multipliés  par  les  cosinus  n,  a',  a"  des  angles  que  Oa;, 
fait  avec  ces  axes^fixcs.  Ainsi  l’on  a 


( 


et,  en  différentiaut,  , 


ou  d’après  les  équations  (i) 


Si  l’on  fait  coïncider  les  axes  fixes  avec  les  axes  Oa.', , 
Oj^,,  0^1,  au  bout  do  temps  r,  celle  équation  deviendra 

N. 

<lp 

A”=L|-(-  T — q , Cr, 

OU 

• ■ • + (C-B).7r  = L„  , 


< ar,  dans  celle  coïncidence,  on  a 

r ' 

A ^ 

, „ (la  fia' 

17=  i,  = O,  a =o,  — =;  O,  — 

' fit  ■'  fit 
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L devient  L,  et  les  sommes  des  moments  des  quantités  de 
mouvement 

deviennent  celles  qui  se  rapportent  aux  axes  Oa:,,  O/,, 
Ozj,  c’est-à  dire  Ap,  Biy,  Cr  (663). 


CAS  ou  IL  k’y  a pas  de  rOECES  MOTRICES. 


662.  On.  intègre  facilement  les  équations  d’Euler, 
quand  il  n’y  a pas  de  forces  motrices  ou  qu’elles  se  font 
équilibre  autour  du  point  fixe.  On  a 


af 

B + (A  — C)/>r=  O, 

I 

+(B  — A)p9  = o. 


Multipliant  par  p,  q,  r et  ajoutant 


d’où 


A pdp  B qdq  + C rdr  = O, 


(2)  ’ Ap»-+-B<7>-4-Cr’=  A, 

h désignant  uiie  quantité  positive,  puisque  A,  B,  C sont 
positives.  Cette  équation  s’obtiendrait  encore  en  expri- 
mant que  la  force  vive  est  constante,  d’après  le  principe 
général  sur  le  mouvement  des  systèmes  où  il  n’y  a pas 
de  forces  motrices. 


663.  Multiplions  les  équations  (i)  par  Ap,  B^,  Cr^ 
ajoutons  et  intégrons.  On  aura 


(3)  " A>’-t- G=. 

G étant  le  moment  du  couple  résultant,  on  en  conclut  que 
ce  moment  est  constant. 


a54  COimS  DE  MÉCANIQUE. 

Ces  deux  équalioiis  donnent 

_G’  — BA  + (B  — C)Cr' 
A(A  — B)  ’ 


(4) 


, < 

f 


_ G’—  AA  + (A—  C)Cr’ 
^ ~ B(B  — A)  > 


En  substituant  les  valeurs  de  p et  de  q dans  l’équation 


on  eu  tire 

(5)  diz= 


C^-+-(B  — A)/>7  = o, 


±C  v/AEf/r 


VLG>— B/m-(B  — C)C/-J[AA  — G---t-(C— A)Cr“j 

équation  dont  l’intégrale  dépend  des  fonctions  elliptique.^, 
mais  qu’on  peut  obtenir  sous  forme  finie  si  deux  des 
moments  d’inertie  A,  B,  C sont  égaux  ou  si  G’  est  égal 
à l’une  des  quantités  A A,  B A,  CA. 

(ifii.  Calculons  la  vitesse  angulaire  oj.  On  a 

«’  = />’  + 7’ 

d'où 

B — C C — A A — B\ 


+ 


oida>=.  pdp  -‘r  qdq  rdr=^  G 

„ \ ^ Va 

ou  bien 

, (a-B)(A-CUB-C) 

(6)  wrfw  = pqr.dt. 

Les  trois  équations^ 

<7’ +' r>= 

A/:’ -4- B7’ -t- Cr*=  A,  • 
A>>4- B’7»+ CV=G», 
donnent  ' 


pqr.  dt. 


(7) 


/G’ — (B-t-C)  A -t-BC  «• 
(a-b)ca-C)  ’ 

I /G>  — (A  + C)  A-(-ACw’ 

'V  (B— A)(B-G)  ’ 


I 


— (A  + B)  A -I- AB  m’ 


A)(C-B) 
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Substituant  dans  l’cqualion  (6),  il  vient 

ABGw/^to 


a55 


v/iB+C)/!  — G’-BCr.,»  V'iA+C)  h — G’— AC«’  y/(A+B).A— G>- 

équation  compliquée,  dont  l’intégrale  donnerait  o>  en  fonc- 
tion de  t. 


' PLAN  INVARIABLE. 

1)6?).  L’équation  (3)  [exprime  que  le  couple  résultant 
des  quantités  de  mouvement  a un  moment  constant;  le 
plan  de  ce  couple  doit  être  invariable,  et  par  conséquent 
les  couples,  situés  dans  les  plans  lixes  sont  constants.  C’est, 
ce  qn’on  peut  vérifier.  En  elïet,  on  doit  avoir 

/ '/)•  d.T\ 

> H)  \ X V — I = constante, 

^ \ ,tt  dt  J 

et  deux  équations[semblables,  ou  (Oü-i) 

Kpn" -y-  B?i"-+-  C>r"=:  /", 

A pa'  -1-  Hqb'  -y-Crc'  =.  /', 

^ Apn  -t-  Bç/i  +Crc  = G 

Ces  trois  équations  peuvent  sc  déduire[dcs  équations  (i), 
n“  6(>2,  en  les  multipliant  par  a,  i,  c,  a',  b\  c',. . . et 
intégrant.  Elles  ne  sont  pas  distinctes,  car  en  ajoutant 
leurs  carrés  on  trouve 

^ B’i/’-t-C’r'  ou  G’==  l"\ 

'666.  La  perpendiculaire  au  plan  du  couple  résultant 
des  quantités  de  mouvement  est  fixe  dans  l’espace,  car 
elle  fait  avec  les  axes  fixes  des  angles  dont  les  cosinus  sont 
l l'  l"  C. 

— , — • Elle  faiCavec  les  axes  des  jc,,  j',,  a,  des  angles 

dont  les  cosinus  sont  et  l’on  connaît  alors 

G G 1 G 

la  position  de  ces  axes  par  les  valeurs  de  p,  q,  r. 

üt>7.  L’axe  instantané  01  fait  avec  les  axes  Ox,,  O^^,, 
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0^1  des  angles  dont  les  cosinus  sont  -,  — Donc 

Ci>  (O  Ci>  . 

fy\  P B70  Cr  r ' 

cos  {10,  = 

tr  o>  tj  b)  tr  0, 


. M cos  (10,  G) 


By’+  C/’ 


h 

g’ 


quantité  constante  qui  représente  la  composaule  de  la  vi- 
tesse angulaire  autour  de  l’axe  fixe  du  couple  résultant  des 
quantités  de  mouvement. 

668.  Le  plan  du  couple  résulunt  G étant  invariable,^ 
prenons-le  pour  plan  des  xy.  On  aura 

cos(G,  Ox,)=cosïOi,  = <i"=^^, 

-'G 

cos  (G,  Oji)  = cos  zO^-,  = 4"  = 

G 

cos  (G,  Ozt)  = cos  Z O Z,  = f"  = — : 

G 

d’où  [formules  (4)  du  n°  606J 

...  A P , B (7 

sm9.sinç  = — , sinScos®  = — cos6  = 

G G 


Cr 

g' 


Ces  formules  s’accordent  entre  elles,  car  en  ajoutant 
leurs  cai  rés  on  a 

■ ' _ -h  -l-CH 

~~G  ’ 

la  troisième  donne  la  valeur  de  6.  Des  deux  premières 
on  tire 


Ungç  : 


hq 


Ensuite  si  l’on  élimine entre  les  deujt  équations  (6) 
du  n”  656,  on  aura  ■ , 

sin’Srf\j/ = sinS  sin  y./jrff  + sin  9 cosy.^'rff, 
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Ab>-+-Bo> 

d^z= i- i-  Grf/. 

^ G>  — Cv»  ' 


i rf,j<  = — Gdt, 

puis  ou  reinplacu  dt  par  sa  valeur  eu  fonction  de  r. 
Gomme /i^ — Cr*  et  G*  — C’.r’  sont  positives,  ~ sera  tou- 
jours négative,  c’est-à-dire  que'OL  tourne  toujours  dans 
le  même  sens. 

Le  choix  du  plan  invariable  réduit  les  constantes  arbi- 
traires à quatre',  savoir  A,  G et  les  deux  constantes  intro- 
duites par  l’intégration  de  dt  et  de  dtp.  Il  y aurait  bien 
six  constantes,  puisqu’il  y a six  variables  p,  9,  r,  p, 
Ÿ,  6.  Mais  deux  sont  nulles,  / = o,  /'  = o. 

()69.  L’axe  instantané  de  rotation  est  le  diamètre  con- 
jugué au  plan  du  couple  résultant  des  quantités  de  mou-  , 
veinent  de  l’ellipsoïde  central  (653). 

La  somme  des  forces  vives  est . A p’ -|-  G/'* 

ou  h.  D’un  autre  côté,  elle  est  égale  à = —, 

A étant  le  demi-diamètre  ON  de  l’ellipsoïde  central  qui 
coïncide  avec  l’axe  instantané.  Donc 


- = A, 

A’  ’ 


y '. 

c esl'à-dire  que  la  uitesse  angulaire  est  proportionnelle 
au  demi-dianlètre  qui  va  du  centre  au  pôle  instantané  de 
rotation.  . , ’ ^ . 
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MOUVEMENT  DE  L EI.I.IPSOÏDK  CENTRAI.. 

07(V  Le  plan  langonl  à rA^llij)SOïclc  conlral  au  jk^Io 
inslantané  a pour  équaiioii,  par  rapporl  au\  axes  O.u, , 
Oa  , , O 3,, 

A -t*  Z zr; 


A />.!'  IW/r^  Crz  =.  -- 


La  lougucnr 'do  la  perpeiiilienlairc  abaissée  de  l’origine 
O sur  ce  plan  langeni  est  ' ; • 


\ A’.r 


'■  + 11=)"  -A-  C’î'^  A 

- V A’/' 


A +-  B=  -f-  = 


w V 

gI  ~ IT’ 


([uanlité  consianle.  Donc  le  plan  tangent  à l'ellipsoïde 
central  au  pôle  de  rotation  est  fixe  dans  l’espace.  (’’ost  un 
plan  parallèle  à celui  des  (piantités  de  niouvenienl. 


L'ellipsoïde,  dont  le  centre  est  fixe,  roule  sans  glisser 
sur  ce  plan  fixe  et  la  vitesse  angulaire  de  rotation  est 
proportionnelle  au  rayon  qui  va  du  centre  au  pôle  in- 
stantané sur  la  surface  de  l’ellipsoïde. 

11  no  fait  que  rouler  sans  glisser  - car,  comme  son  mou- 
vement consiste  <à  tourner  pendant  un  instant  sur  le  dia- 
mètre, l’ellipsoïde  amène  au  bout  de  cet  instant  un  nou- 
veau point  de  sa  surface  en  contact  avec  ce  plan,  et  ce  , 
nouveau  point,  qui  devient  le  pôle  de  la  rotation  pour 
l'instant  suivant,  reste  à son  tour  immobile  pendant  cet 
instant,  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  qu’aucun  de  ces  points 
par  lesquels  l’ellipsoïde  vient  se  mettre  en  Contact  avec  le  ' 
plan,  ne  peut  jamais  glissei-isur  ce  même  plan. 
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■T.a-courbe  décrite  sur  la  surface  de  rellipsoïde  par  le 
pôle  instantané  de  rotation  z')  est  appelée  po- 

loïde.  . , ■ • 

LIEU  DES  AXES  INSTASTANÉS  IUKS  LE  COUPS. 

67 1 . On  a . . 4 


■z! y z'  V-r”’  ^ . 

P ~ 9 ~ ■ \/p’  + 

■ . 

V A r'’4- Br'’+ Cz'‘ 


\! kp^-\-  Cr’ 


VA'a;''-f-H'r"-l-Oz'’ 


yA'/é  -4-  C'r“ 


c’est-à-dire 


v'a  x'  ' 4-  B,>  ' ’ -I-  C V A’  ‘ -t-  l»'  r'  ' s'  ’ - 
V'/' 


G 


d’où 


A(G>  — A/t),r  (G*— B/»)/’4-C(G’--C/i)z"  = o,  ' 

cône  du  deuxième  degré,  t|ui  est  le  lieu  des  axes  instan- 
tanés dans  le  corps. 

Ce  cône  se,  réduit  à un  plan  ou  devient  imaginaire 
quand  G*  est  égal' à l’un  des  produits  AA,  6 A,  C//.  11, de- 
vient un  cône  droit  à base  circulaire  quand  deux  des  coef- 
ficients du  cône  sont  égaux.  - _ . 


LlF.l;  DES  AXES  DC  COUPLE  HÉSULTANT. 

672.  L’axe  du  couple  résultant  G des  quantités  de 
mouvement  étant  immobile,  traverse  le  corps  en  mou- 
vement suivant  une  suite  de  droites  qui- forment  un  autre 
-cône.  ,. 

On  a,' pour  un 'point  quelconque  pris  sur  cet  axe  OG, 

«7-  - . 
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à une  dislancu  à, 


G ’ ^ G ’ G - 

Substituant  les  valeurs  de  Ap,  Cr,  dans  Ics.équa-* 
lions  (a)  et  (3)  (662,  ()63),  il  vient 


d’e 


G’  — Ah 


'x"“  v*>  -î"', 

- Z 

A B C 

x"'‘  -t- z"‘  Z 

0 

G'  — B/i'  „ 


B 


AS^ 

''  G^’ 

:<î’, 

G’— CA 
C 


e est  l’équution  du  cône  décrit  dans  le  corps  par  l’axe  fixe' 

OG.  . 

673.  Pour  que  ce  cône  et  le  précédent  ne  soient  pas 
imaginaires,  il  faut  que  les  quantités  G’ — AA,  G’  — B/i,’ 
G’  — CA  ne  soient  pas  toutes  trois  de  même  signe.  Donc, 
en  supposant  A ^ B ^ C,  il  faut  que  l’ou  ait 


G’— AA<o,  G>— C//>o.  ' . 

Selon  que  la  quantité  G’  — B A sera  négative  ou  positive, 
ces  deux  cônes  seront  coupés  suivant  des  ellipses  par 
tout  plan  per|>pndiculaire  à l’axe  du  plus  petit  inomeul 
d’inertie  ou  du  plus  grand.  Donc,  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement,  l’axe  instantané  ne  s’écartera  de  l’un  de 
ces  deux  axes  principaux  que  de  quantités  limitées,  et  le 
même  axe  principal  ne  s’écartera  que  de  quantités  limi- 
tées de  l’axe  6xe  OG  du  couple  des  quantités  de  mouve- 
ment. Si  l’on  a A =’B  = C,  les  deux  équations  donnent 
p,  <7,  r constants.  Alors  le  mouvement  de  rotation  est 
uniforme  autour  de  l’axe  OG  fixe. 

, 674.  Les  àxes  principaux  relatifs  au  point  O sont  les 
seuls  qui  puissent  rester  immobiles  avec  un  mouvement 
de  rotation  uniforme.' Car  pour  que  l’axe  instantané  cod- 
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serve  toujours  la  môme  {>osuion,  il  faut  que  p,  q,  r soient 
constants.  On  a donc 

• . dp  = O,  dq  = 0,  drz=0, 

• * ' I 

ce  qui  donne  ' ‘ . 

(B  — A)pq  = o,  ’(C  — B)c/r=o,  (.A.  — C)pr=o^ 

OU  • . . 

p = o,  q = o,  r=zn.  ^ . 

MOUVEMENT  d'un  COKP^  SOLIDE  ENTIÈRESÇENT  LIBnE. 

67o.  Le  mouvement  d'un  corps  solide  libre,  sollicité' 
par  des  forces  données,  sera  connu  quand  on  pourra  dé- 
terminer le  mouvement  absolu  d’un  de  ses  points  et  le 
mouvement  relatif  de  tout  autre  point  du  corps  autour 
de  celui-là.  Si  G est  le  point  particulier  du  corps  ilont  on 
considère  le  mouvement  absolu,  il  faudra  concevoir  qu’il 
emporte  avec  lui,  dans  son  mouvement,  trois  axes  Gx, 
G J',  G Z,  constamment  parallèles  à eux-mêmes,  par  rap- 
port auxquels  on  cherchera  le  mouvement  de  chaque 
point  M du  corps.  Si.l’oii  a seulement  pour  butde  décom- 
poser le  mouvement  du  point  M en  d'autres  plus  simples 
et  plus  faciles  à concevoir,  on  pourra,  comme  cela  a été  • 
dit,  choisir  à volonté  le  point  dont  on  considère  le  mou- 
vement de  translation.  Mais,  dans  l'application,  il  est 
avantageux  de  prendre  le  centre  de  gravité.  En  effet,  d'a*'  ' 
près  le  principe  de  la  conservation  du  mouvement  du 
centre  de  gravité,  il  suffit  de  connaître  les  forces  motrices 
du  système  et  sa  masse,’  pour  déterminer  le  mouvement 
de  ce  point,'  et  de  plus,  quand  ce  corps  est  mis  en  mouve- 
ment par  des  perçussions,  il  sulfit,  pour  déterminer  la 
vitesse  initiale  du  centre  de  gravité,  d'y  transporter  les 
quantités  de  moiiveraeirl  qui  mesurent  les  percussions  et 
de  les  composer  comme  des  forces  ; la  résultante  est  la 
quantité  de  mouvement  Initiale  du  centre  de  gravité. 
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Enliii,  un  aulre  avaiilagc  tonsisle  en  te  que,  soits  T acliott 
des  forces  motrices  le  mouvement  de.  rotation  autour  du 
centre  de  gravité  est  le  même  que  si  ce  point  était  fixe. 
C’est  te  que  nous  allons  prouver. 

OTtf.  Soient  "5,  r;,  ^ les.toordonnées  du  point  .M  par 
rapport  aux  axes  mobiles  (ia:,  (iy,  Gz  et  désignons  par 
X,  Y,  Z les  eomposantes  de  la  force  motrice  appliquée  en 
■ce  point.  On  a , d’après  le  principt;  des  aires, 


{■) 


2: 


»i  S 


m Ç 


,r-r, 

fit- 

d'I 


,V‘l\ 


...  ‘ = 
f/’ï  ■ </V,\ 


Or  on  aurait  précisément  les  mêmes  équations  si  le  centre 
de  gravité  était  fixe.  Par  conséquent,  si  ces  équations  suf- 
fisent pour  déterminer  le  mouvement,  il  doit  être  le 
même  pour  le  corps  dont  le  centre  de  gravité  serait  fixe  et 
pour  le  même  corps  dont  le  centre  de  gravité  serait  mobile, 

, Soient  en  ell’et  GA,  GB,  GC  trois  axes  rectangulaires 
fixes  dans  le  corps  qui  tourne  autour  du  point  G,  et  rno-  • 
biles  atec  lui.  Quand  les  trois  angles  ip,  9,  {j/,  définis  au 
n"  6?)7,  seront  connus  pour  une  époque  quelconque,  on 
connaîtra  évidemment  la  position  des  trois  axes  GA,  GH,  . 
GC  et  par  suite  celle  d’un  point  quelconque  du  solide.  Or 
on  peut  exprimer  les  .coordonnées  ç,  r,,  ^ du  point  M en 
fonction  de  celles  du  même  point  par  rapporta  (7A,  GB, 
GC,  lesquelles  restent  constantes  dans  le  mouvement,  et 
des  angles  ip,  0,  Donc,  ensubslituantles  valeursde|,  r/,Ç 
en  fonction  de  ®,  6,  (}■  dans  les  équations  (t),  celles-ci  dé- 
terminent les  valeurs  de  <p,  6,  en.  fonction  du  temps. 

Ainsi  le  système’ (i)  suffit  pour  déterminer  le  moutement 
relatif  et  l’on  voit  <|u’il  est  le  inêipe,  par  rapport  au  centre, 
de-gravité, que  si  ce  |>oiiu  était  fixe,  , 
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(177.  Nous  allons  (loniicr  une  cléinoiisliation  sviillié- 
ii(|ue  tic  cfltc  proposition.  Désignons  par  'f  la  lorre  ac- 
l'jg.  175.  t rélératrice  du  centre  tle  gravité. 

G,  force  qui  a pour  compo- 
. • sanies  parallèles  aux  axes  fixes 

l/'X,  <1^X1 

■ -;ür' 

j y X 

I [ _ étant  les  coordonnées  du  point 

/ (j  par  rapport  a trois  axes  lixcs 

l ' OX,  OY,  OZ.  La  rcsultanlode 

toutes  les  forces  motrices  des  points  du  corps  transporléej 
au  centre  de  gravité  (j,  parallèlement  à elles-mêmes,  est 
-Mip,  M étant  la  masse  du  corps  (1100).  Or,  pour  avoir  le. 
mouvement  relatif  du  point  M,  par  rapport  au  point  G, 
il  suffit  de  considérer  ce  dernier  point  comme  fixe  et’  de 
soumettre  .à  chaque  instant  le  point  M à l’action  simulta- 
née de  sa  force  effective  Q et  d’une  autre  force  égale  à 
parallèle  à la  force  accélératrice  du  jxiint  G,  mais 
agissant  en  sens  contraire.  Or  les  forces  telles  que  wtp 
étant  parallèles  entre  elles  cl  proportionnelles  auxlnasses 
des  molécules,  se  composent  en  une  seule  M9  qui  pas.se 
par  le  centre  de  gravité  et  se  trouve  ,délrui le  continuel- 
lement, puisque  c’est  autour  du  point  G rendu  fixe  que 
le  corps  tourne  actuellement.  Il  reste  alors,  comme  forces 
propres  à faire  mouvoir  le  solide,  les  forces  effectives', 
qui(  d’après  le  principe  de  d’Alemhert,  peuvent  être 
remplacées  par  les  forces  motrices  données  P,  P’,  P", . . , , 
puisque  les  unes  cômine  les  autres  font  à cha(|ue  instant 
équilibre  aux  forces  effectives  prises  c.i»  sens  contraire. 
Il  suit  de  là  que  le  corps  tourne  autour  du  centre  de 
gravité  comme  si  ce  point  était  fixe,  en  supposant  le  l orps 
soumis  dans  les  deux  cas  aux  mêmes  forces  niolrice.s, 
sans  en  ajouter  de  nouvelles.  ... 

678.'  On  n'arriverait  pas  à la  même  conclusion,  si 
l’on  considérait  le  moitvcmcnt  relatif  autour  d’un. point 
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quelconque  C,  autre  que  le  centre  de  gravité,  f étant 
alors  la  force  accélératrice  du  point  C,  toutes  les  forces 
parallèles  et  de  sens  contraire,  telles  que  mo,  qu’il 
faudrait  appliquer  aux  autre.'i  points,  pour  avoir  le 
mouvement  relatif  autour,  du  point  C supposé  fixe,  se  . 
composeront  en  une  seule  M<p  appliquée  au  point  G,  eu 
sorte  qu’il  faudrait  joindre  cette  résultante  aux  forces 
motrices  données  pour  avoir  le  mouvement  relatif  autour  .‘■ 
du  point  C.  En  général  les  forces  X,  Y,  Z dépendent  des 
coordonnées  x,  /,  z ou  de  la  position,  des  points  maté-, 
riels,  en  sorte  que  le  mouvement  du  centre  de  gravité  et 
celui  çles  parties  du  corps  autour  de  ce  centre  dépendent 
l’un  de  l’autre.  Mais  quand  les  forces  X,  Y,  Z,  comme  la 
pesanteur,  ne  dépendent  pas  de  la  position  du  mobile, 
on  peut  déterminer  séparément  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  et  celui  du  système.  ' • 

I ' , ■ 

, MOUVEMENT  n’iN  ELLIPSOÏDE. 

679.  Prenons  pour  exemple  un  ellipsoïde  pensant.  Sup-  . 
posons  que  ce  corps  reçoive  une  impulsion  dirigée  dans  le 
plan  d’une  de  ses  sections  principales  AGB.  Après  cette 
percussion  initiale  il  n’y  a de  forces  motrices  que  les 
jKvids  des  molécules  qu’il  faut  transporter  parallèlement 
au  centre  de  gravité  pour  avoir  le  mouvement  de  cc' 
point.  Il  se  meut  donc  comme  un  point  pesant  dans  le  , 
vide  et  décrit  dans  l’espace  une  parabole. 

La  vitesse  initiale  e,  du  centre  de  gravité  a une  direc- 
tion parallèle  à celle  de  la  pen.ussion,  et  quant  à sa  gran- 
deur, en  appelant  quantité  de  mouvement  qui  me- 
sure la  percussion  et  M la  masse  de  l’ellipsoïde,  on  a 

Ul' 

, 0 nu  e,  = 

680.  Déterminons  maintenant  le  mouvement  de  ro- 
tation autour  du  centre  de  gravité.  Les  poids  des  molé- 
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cules  du  corps  se  réduisant  à une  force  unique  appli- 
quée au  centre  de  gravité,  n'auront  aucune  influence  sur 
le  mouvement  de  rotation  autour  de  ce  point,  qui  sera 
dû  uniquement  à la  percussion  initiale  et  sera  le  même 
que  si  le  centre  de  gravité  était  fixe.  Or  la  percussion 
agissant  dans  le  plan  AGB  perpendiculaire  à l’axe  GC 
qui  est  un  des  trois  axes  d'inertie  principaux  relatifs  au 
point  G,  le  corps  devra  tourner  indéfiniment  autour  de 
l’axe  GC  comme  s’il  était  fixe  et  son  mouvement  sera 
uniforme.  Si  l’on  appelle  w la  vitesse  de  rotation  autour 
de  Gfj  et  f\a.  distance  de  là  percussion  à cet  axé,  on  aura 

2""’’ 

2 mr*  étant  le  moment  d’inertie  du  corps  par  rapport 

à GA.  En  appelant  2a,  "ib,  2c  les  axes  de  l’ellipsoïde, 
on  a 


2 = 


, _ M(g»+  ê») 


ainsi 


On  peut  encore  écrire,  en  remplaçant  fii'parMu,, 

5/i«, 


formule  qui  fait  connaître  le  rapport  de  la  vitesse  angu- 
laire à la  vitesse  initiale  du  centre  de  gravité.  ' 
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MOUVEMENT  DU  Mi  COIIDK  VIBKA.NTK.  ' 

Kqiiulioiis  gemrahs  du  iiiouièmciit.  — (,'as  dés  petilo»  tilirutioii'- 
Vilirations  Iraiisversales.  — Vibratioii*  lun|;itudinalra. 


, É<^UATION!>  DU  MOUVEMfiBT. 

()8I  . , Soit  une  corde  l)omoj;ène  parfaitement  llexihie,' 
chistiquc  et  un  peu  extensible,  d’une  épaisseur  consiaiite 
. Fig.  176.  et  très-petite,  len-  • 

due  suivant, sa  lon- 
gueur par  une  force  • 
iVpiivalente  à un 
poids  donné  o et 
aitachéu  par  ses  cx- 
■ ' V . tréniités  aux  points 

fixes  A et  B.  On  uéglige  sou  poids  par  rapport  à a,  et 
par  conséquent  elle  forme  une  ligue  droite  AINB  dans 
son  état  d’équilibre.  Supposons  qu’on  l’écarte  un  peu  . 
delà  position  d’équilibre  AAB  et  <|u"en  même  temps ’on 
imprime  à tous  ses  points  de  petites  vitesses.  Alors  elle 
vibrera  autour  de  la  droite  AB,  et  il  s’agit  de  déterminer 
la  position  et  la  vitesse  de  cliacun  de  ses  points  à un 
instant  quelconque. 

Soit  AMBla  courbe  plane  ou  à double  courbure  que 
forme  la  corde  à une  époque  quelconque.  Prenons  trois 
axes  rectangulaires  A.r,  hy,  Az:  un-'point  (ptelconque 
<[ui  se  trouve  d’altord  e;i  i\  sur  la  droite  AB  viendra,  au 
bout  du  temps  1,  0(-eu|H;r  une  antre  position  INI  voisin»' 
<le  la  prèiriicre.  Posons 

AN  .r,  = j , ■ MQ  cb  . 
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L(;s  coordouiiées  du  point  (jui  est  en  JV  dans  la  position 
d’équilibre  sont  x,  o,  o et  dans  le  mouvement,  x + u, 
y,  Z.  Les  déplacements  des  points  de  la  corde  étant  très- 
petits,  II,  jf,  Z ont  toujours  des  valeurs  très-petites  qui 
sont  fonctions  du  temps  t et  de  x,  et  la  question  cou-  ; 
siste  à trouver  leurs  expressions  en  fonction  de  ces  deux 
variables  indépendantes.  . 

' Désignons  par  tis  la  longueur  de  la  portion  de  corde  in- 
finiment petite  MM'  qui  correspond  à l’élément  N'=  r/x 
dans  l’état  de  repos.  On  établit  une  relation  très-simple 
entre  th  et  dx,  en  exprimant  que  jN’N'  et  MM'  ont  la 
'même  masse.  Soit  s le  produit  de  la  section  normale  de 
la  corde  par  sa  densité  au  point  M,  dans  la  position  AMB. 

sds'est  la  masse  de  MM ' et  celle.de  NiN''  est  — dx,  en  dé- 

s'ignant  par  p le  poids  de  la  corde  et  par  / sa  bmgueur  pri- 
, mitive  AB.  On  a donc 


. t 


(') 


ids  = — ÜJr. 


Appliquons  maintenant  le  principe  de  d’Alemberi. 
I.es  composantes  de  la  force  accélératrice  du  point  M .sont 


<l  ' (x  -)-  «) 


f/t> 


dl‘ 


(O  Z 

lîF' 


(Pu 

1? 


il'‘  Y 

lïF' 


a?' 


puis<jue  x est  indépendante  du  temps  t.  Si  nous  appelons 
X,  Y,  Z les  composantes  de  la  force  accélératrice  du  point 
M,  ou  de  la  force  motrice  rapportée  à l’unité  de  masse, 
celles  de  la  force  perdue  pour  l’élément  sds  sont  , 


uls. 


l 


d 

dt- 


Ces  forces  devant  .i  chaque  instant  se  faire  é<|uilibie, 
ou  a,  d’après  les  formules  (jui  expriment  les  conditions 
d’'é(|uilibrc  tl’un  fil  soumis  à' l’action  de  forces  quel- 
conques (•iO'ijcl  en  .app<d.nnt  d’  la  tension  au  point  M 
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(c’esl-à-dire  l’action  des  deux  parties  AM  et  MB) 


rf.  Tt 
L 

1 = o , 

, 1 

..o' 
■ K 

* ( 

. - rff’  / 

1 O . 

Si  l’on  néglige  les  forces 

X,  Y,  Z, 

ainsi  que  la  pc- 

tds 


par  —,  dx , 


L ‘ts  J gi  do 

' d(TPi=L^d., 
I \ 'i' J gi  <>t' 

/ d(r±) 

\ ds  j gl  dO 

f 

CAS  DES  PETITEiv  VIBRATIOHS. 


682.  Les  équations  j[a)  sont  réductibles  à la  forme  li- 
néaire et  intégrables  quand  on  supposé  les  vibrations  très- 
petites.  La  longueur  de  ]\TV'  étant  dx  dans  la  position 
' d’équilibre,  elle  est  devenue  ds  quand  cet  élément  occupe 
la  position  MM'  : sa  tension  est  a dans  le  premier  cas  et 
T dans  le  second.  Or  l’expérience  montre  que  l’allonge- 
ment d’un  fil  homogène  et  d’une  épaisseur  constante  est 
proportionnel  à l’accroissement  de  tension,  quand  cet  ac- 
-croissement  est  faible,  et  à sa  longueur  primitive.  Donc 
9 était  un  coefficient  constant  pour  la  même  corde.,  on  a 


(>) 


T — 


fis  — dx 
dx 


Comme  la  corde  n’exèçute  que  des  vibrations  Ircs- 
pelitcs  et  que  le.s  tangentes  à la  courbe  AMR  font  de» 
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angles  Irès-peiils  avec  la  droite  AB,  les  quantités 
sont  à peu  près  nullcs,  et  l’équation 

f (ix daX'  l dy\‘  / dz\’ 


dor 


alors 


ds  =:  dx  ■+■  du. 

La  formule  (i)  devient  donc 


(•2) 


T—  1 


du 

‘’Tx:' 


On  remarquera  d’ailleurs  que  l^allongenieut  rij — dx 
ou  du  qu’a  éprouvé  la  partie  dx  du  fil  est  une  petite 

Iraclion  de  dx,  de  sorte  que  le  rapport  ^ est  toujours 


très-petit.  Donc  comme 

di  ds 


très-peu  de 


l’unité  et  dans  la  première  des  équations  (aj  du  n°  B8t 
V/.T  peut  être  remplacé  par  dT,  puis  par  dtf 

à cause  de  l’équation  (2). 

< Cette  équation  devient  donc,  en  posant,  pour  abréger, 

la  quantité  constante  ^^  = «*,  . . • - 

P 


(3)  ' 


d'u 

~dP 


d'u 

~dj?' 


683.  Pour  le  mieu:^  voir,  on  peut  écrire  la  première 
équation  (2)  du  11°  681  ainsi  ,, 

,dx  + du  • , , 

rfj;  V 

dx  du 
a ' '*■  ■ 

, ^ dx du  , 11»*.  ds  . 

(_)|.  ^ ^ — dillere  ires-peu  de  1 unile  el  ^ — i-  esl 

ds  è * dx 


ds 
dx  ' 


P rf*  U 
gl  dt^ 
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négligeable,  car  en  ditlércnliaut  l'étjuation 


> I dx  du\^  ! dy\‘‘  / dz\^ 

.\T“)  +{i)  *[t;)  ='■ 


ds 

dx  -H  tlu 


dx  -I-  du 
(is 


d'^L 


. dz 


df  dy  dx  dz  dx 

dx  ^ ds  dr  dx  dx  ’’ 


^dx  y-  du 

ce  qui  donne du  même  ordre  de  pelitcsse  que 


dy  dz 

zr  T' 

dx  ds 


(384.  Ou  tran.sforniera  d'une  manière  analogue  les  deux 
autres  équations  (a).  On  a 

'Il  — 'iL  .'!L  — ^ 

■ , dx  dx  dx  lit 

car  ^ est  stmsiblement  égal  à l’unité,  Ainsi  on  peut  pren- 
dre T ^ au  lieu  de  T ^ ou  (vs  +-q  ou  enfin  ci  ~ 

dx  ds  \ ‘dxjdx  dx' 

, du  dy  . ■ . ‘ du 

en  négligeant  -^  —i  ce  qui  est  permis,  parce  que  — et 

dy 


dx 


dx  dx 
sont  petits.  On  a donc 


!± 

Hx^ 


et  la  seconde  équation  du  système  (2)  devient,  en  faisant, 


1 / , 

pour  abréger,  = « , , 
d‘y 


rf’  « 


, Wr'  (te’ 

La  ' troi.sième  équation  se  réduit  de  même,  en  sorie 


Digitized 
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<{u’oii  a l«‘s  Irois  ('({uatiuiis  ' 


d’ a 

d^  U 

î 

dl^ 

“ dx\ 

d^y 

— «■  ’ 

~dr- 

“ dx‘  ' 

f/’  4 

d' z 

— n'  ——  ! 

dO 

d-r' 

pour  (lélermiiier  «,  j ol  z en  fonction  de  .r  et  de  t.  Tes 
variables  «,  >,  z étant  séparées  dans  ces  équations,  on 
-en  conclut  que  les  mouvements  des  points  de  la  corde  pa- 
rallèlement aux  axes  seront  indépendants  et  coexisteront 
sans  s’influencer  mutuellement.  Pour  une  valeur  arbi- 
traire de  j:  la  première  équation,  par  exemple,  donnant 
une  valeur  do  u en  fonction  du  temps,  les  deux  autres 
sont  satisfaites  en  supposant  y ei  z nullcs;  alors  ehaquo 
point  de  la  corde  a un  mouvement  vibratoire  sur  l’axe 
AB  dont  il  ne  s’écarte  pas.  *• 

683.  Les  vibrations  qui  se  font  suivant  AB  sont  dites 
longitudinales  et  celles  qui  sont  parallèles  à A^et  Az  sont 
-appelées  transversales.  Ces  dernières  seraient  le^  mêmes 
parallèlement  à A y et  Az  si  les  valeurs  initiales  de  z et 

de  pétaient  les  mêmes  que  celles  de  y et  de  D’ailleurs 
dt  i . dt 

les  équations  ( 4)  étant  de  même  forme,  il  suflit  d’intégrer 

une  d’elles.  • , 


VIBRATIONS  TRANSVERSALKS. 

<>8f).  L’équation 


(>) 


d'y 

dx^ 


a pour  intégrale  générale 

. f 

(2)  ' . (ji  (a; -(- n/)  • 

• f ’ * 


aya  COURS  ue  mécamque. 

Ÿ ettj/  éunl  deux  fouctiuns  arbitiaircs  qu’il  s’agil  de  dé- 
lerminer.  Pour  cela  il  faul  coiinaitre  à l’origine  du  temps 
la  courbe  formée  par  la  corde  et  la  composante  de  la  vi- 
tesse de  chaque  point  parallèle  à l’axe  dej'. 

Soit  donc  pour  r = o,  . ' 

(3)  > 

■ Introduisant  cette  hypothèse  dans  l’équation  précédente» . 
et  dans  sa  dérivée  par  rapport  à t,  on  aura 

(4)  ' /(x)  = (p{x)-4-^|.(J:),  • . 

(5)  , /.(x)=«[y'(x)-f (X)].  ; 

De  celte  dernière  on  tire  • ’ • _ 

•• 

■'  Intégrant  celte  équation  par  rapport  à x et  pôsant,  pour 
abréger,  • _ 

(6)  ^ j'/,[x)dx=F{x), 

il  vient'  ’ • • . .. 

(7)  ■ ï(x)  — ij;(x)=:F(x)  + C. 

DeSéquations  (4)  et  (y)  on  déduit 

* * ' . * • 
( ?(*)  = ; r/(x)  + F (x) C],  . ■ 

(8)  ' ■ •. 

I ,},(x)=  -^[/(x)-F(x)-  C].  ; . . . ;• 

* - * 1 

Substituant  x -h  at  h x dans  ç (x)  et  x — at  dans  ip  (x), 

puis  faisant  la  somme  des  deux  fonctions,  on  aura  la  va-  y 
leur  de  jr,  où  C n’entrera  pas.  - ' 

687.  Mais  il  faut  remarquer  que  par  les  deux  dernièi-es 
équations  les  fonctions  œ et  {p  ne  sont  connues,  comme  ” ' 
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f{x)  et  F(x),  que  pour  des  valeurs  de  la  variable  x 
comprises  entre  zéro  et  /;  or  on  a besoin  de  les  con- 
naître au  delà  de  ces  limites,  car  x devant  être  remplacée 
par  X -h  at  et  x — at,  ces  nouvelles  variables  pourront 
dépasser  les  valeurs  zéro  et  /,  puisque  le  temps  t peut 
croître  indéfiniment.  Pour  déterminer  les  fonctions  f et 
(p  au  delà  de  ces  limites,  nous  allons  exprimer  que  les 
points  Â et  B sont  immobiles. 

Pour  le  point  A on  aura,  quel  que  soit  t, 

at)  — O.  ■ 

Posant  at  = rette  condition  devient 

(9)  ? Ç)  = “• 

Pour  le  point  Bon  aura  aussi,  à un  instant  quelconque, 

(10)  ip (/ -(- ç) \}i  (/ — Ç)  = o. 

9 (^)  et  (^)  sont  connues  pour  les  valeurs  de  ^ comprises 
entre  zéro  et  /. 

l.a  dernière  condition  donne 

i];(/  — est  connue  pour  les  valeurs  de  ^ comprises  entre 

zéro  et  /,  puisque  l — Ç se  trouve  alors  comprise  entre  les 
mêmes  limites.  Donc  9 (^-4-Ç)  sera  aussi  connue  pour 
les  mêmes  valeurs  de  Par  conséquent,  si  l’on  pose 

/ 

9 (^')  sera  connue  pour  les  valeurs  de  comprises  entre 
/ et  2/.  Mais  celte  fonction  étant  déjà  connue  pour  les 
valeurs  de  entre  zéro  et  l,  le  sera  donc  pour  toutes  celles 
comprises  entre  zéro  et  2 /. 

688.  Si  dans  la  condition  (9)  on  remplace  Ç par 
elle  devient 


ç (a  / -h  Ç) -1-  'K  — Ç)  =■  O. 


Mais 


COUliS  DE  MÉCAiMQDE,  " 


+ ï)  = o; 

(loilf 

? (a  I + Ç)  = 9 (Ç). 

Donc  la  fomiion  rj.  {^)  est  périodique  et  a pour  période 
a /,  et  comme  bu  con liait  cette  fonction  pour  toutes  les 
valeurs  de  la  variable  comprises  entre  zéro  et  a /,  elle 
sera  tlonc  connue  pour  toutes  les  valeurs  de  ^ positives 
bu  négatives. 

()89.  L’autre  fonction  est  donnée  par  l’équation 

elle  est  périodique,  comme  la  première,  et  sa  période  est 
aussi  a/.  En  eifet,  l’équation  précédente  donne 

ç (a  / -f- Çl -f- a/ — S)  = o, 

d’où,  puisquc(}!(2/+^)  = o(^)  = — 

E.n  posant  — a / — ^ = Ç',  on  a donc 
4,(2/  + Ç')  = ^(Ç'). 

f)90.  Il  résulte  de  cette  discussion  que,  lorsque  at  croît 

2 / ' f 

de  a / ou  f de — > l’ordonnéey  reprend  la  même  valeur, 
de  même  que  la  vitesse  Il  en  est  de  même  de  2 et  de 
—•  Donc  la  corde  fait  une  suite  de  vibrations  toutes  égales 
et  isochrones  dont  la  durée  est  — • 


991.  Dans  le  vide  et  en  supposant  les  points  A et  B 
absolument  fixes,  la  corde  ferait  une  suite  indéfinie  d’os-> 
cillalions  de  celte  espèce.  Mais  la  résistance  de  l’air  et  la 
communication  d’une  partie  du  mouvement  de  la  corde  à 
ses  deux  points  extrêmes  A et  B diminuent  graduellement 
ram])litiide  des  vibrations  et  finissent  par  les  anéantir, 


s 
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sans  toutefois  altérer  sensiblement  leur  isochronisme.  Ce 
dernier  fait,  analogue  à ce_qui  a lieu  dans  le  pendule 
simple,  peut  être  démontré  par  un  nouveau  calcul,  et 
l’expérieuce  vient  le  confirmer. 


692.  Si  l’on  désigne  par  T la  durée  d’une  vibratioii 
de  la  corde  et  par  n le  nombre  des  vibrations  dans  l’unité . 
de  temps,  on  a 


Mais 


_ 2 / 1 a 

^ ~ T ’ ” ~ T “ 77' 


s . 


d’où 


La  corde,  dans  son  mouvement,  communique  ses  vi- 
brations à l’air,  qui  en  fait  alors  le  même  nombre  dans  le 
même  temps.  Le  son  produit  a pour  mesure  « : il  est 
*d’autant  plus  élevé  que  la  corde  fait  un  plus  grand  uom- 
bre  de  vibrations  dans  un  temps  donné.  Ce  nombre  est 
indépendant  de  l’amplitude  des  vibrations  et  de  la  figure 
initiale  de  la  corde  ou  de  son  mode  d’ébranlement. 

Pour  une  même  corde,  ce  nombre  est  proportionnel  à 
la  racine  carrée  de  la  tension  o ; pour  des  cordes  d’une 
même  matière  et  d’une  même  épaisseur,  p étant  propor- 
tionnel à l,  les  nombres  de  vibrations  sont  en  raison 
inverse  des  longueurs.  Enfin  pour  des  cordes  de  même» 
longueur  et  également  tendues,  n est  en  raison  inverse 
des  racines  carrées  de  leurs  poids.  L’expérience  a con- 
firmé ces  lois. 

■ ' 

^0£lJDS  DE  V1BHÂTIOA. 

t 

. 693.  11  y a des  cas  où  la  corde,  raison  de  son  état 
initial,  se  partage,  pour  ainsi  mUic,  spontanément  en 

i3. 


> 
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un  certain  nombre  de  parties  égales  vibrant  à l'unisson 
et  dont  les  points  de  séparation,  appelés  nœuds,  restent 
immobiles  pendant  la  durée  du  mouvement.  Alors  le  son 
s’élève  proportionnellement  au  nombre  de  ces  parties. 
Nous  allons  en  donner  un  exemple.  Reprenons  l’équation 


(«) 


d’ X d’x 

dt'  dx‘ 


Les  dimensions  et  la  tension  de  la  corde  étant  données^ 
on  peut  disposer  de  sa  figure  et  de  la  vitesse  initiale  de 
chacun  de  ses  points,  de  telle  sorte  que  son  mouvement 
soit  représenté  par  une  équation  de  la  forme  _y  = 6X,  9 
étant  une  fonction  de  < et  X une  fonction  de  x seulement. 

• En  effet,  pour  que  l’équation  (1)  soit  vérifiée,  il  faut  que 
. l’on  ait 

I X _ I 1 <i’9 
■ X ~ fl’  6 rff’’ 

Comme  le  premier  membre  est  fonction  de  x seulement 
et  le  second  de  t,  l’égalité  ne  peut  avoir  lieu  qu’autaut, 
que  les  deux  membres  se  réduisent  à une  même  constante 
— Â’.  On  aura  donc 


(3)  g^+i.X  = o. 

Comme  on  ne  veut  qu’une  intégrale  particulière, 
prenons 

*(4)  X=sin/x. 

La  fonction  B se  déterminera  ensuite  par  l’équation 
</’  9 

(5)  _ + = 

d’où  l’on  tire 

9 = CcosflX/+C' sin  flX/ 
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et,  par  suite, 

_y,=  sin  X-r  (C  cos  aX  t ->7  C' sin  oA/). 

En  faisant  t = o,  nous  aurons  pour  la  figure  initiale  de 
la  corde 

( 6 ) ' 7 = C sin  Xx 

et  nous  pouvons  faire  que  la  vitesse  initiale  soit  nulle,  en 
'supposant  nulle  la  constante  C'.  Le  mouvement  de  la 
corde  est  alors  représenté  par  l’équation 

(7)  "/=  C si  n Xx  cos  aXf. 


Il  faut  encore  exprimer  que  les  points  A et  B restent  tou- 
jours fixes.  Or  pour  a:=o,  on  a bien  j^  = o,  quel  que 
soit  i ; mais  si  l’on  veut  que  = o,  quel  que  soit  f,  pour 
x — l,  il  faut  faire  kl  = 0111,  m étant  un  nombre  entier 

quelconque;  on  en  déduit  k = , et  le  mouvement  de 

la  corde-est  représenté  par  l’équation 


(8) 


„ . mrcx  ma  Ht 
= C sin  — — cos  — 


Ainsi  la  corde  ayant,  sans  vitesse  initiale,  la  forme 
de  la  courbe  y = C sin  si  on  l’abandonne  à elle- 


même.  elle  effectuera  une  suite  indéfinie  de  vibrations 
isochrones  dont  la  loi  est  donnée  par  l’équation  (8). 


694.  On  sait  que  y doit  être  une  fonction  périodique 
du  temps.  En  effet,  ici,  y reprend  la  même  valeur  quand  t 

'croît  de  • — • Ainsi  dans  cet  exemple  r et  ^ sont  les 
ma  dx 

mêmes  quand  le  temps  augmente  de  la  période  ~ ~ 

le  nombre  de  vibrations  effectuées  dans  l’unité  de  temps 

sera  c’est-à-dire  m fois  celui  qui  correspond  au 
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!^n  le  plus  grave  de  la  corde,  déterminé  par  la  théorie 
générale. 

09o.  Nous  allons  démontrer  que  dans  de  cas  la  corde 
se  p'artage  spontanément  en  m parties  égales  qui  vibrent 
comme  si  elles  étaient  séparées,  de  sorte  qu’il  ÿ aura 
ni  — I noeuds  de  vibrations.  En  effet,  ou  obtiendra  tous 
les  points  qui  resteront  immobiles  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement  en  posant 

. m Tt  X i 

sin = 0 ou  x=-  — t, 

1 m 


t étant  un  nombre  entier  quelconque  plus  petit  que 
On  en  conclut  que  y est  nulle  pour  les  valeurs  de  x 


l 

ï 

m 


l 

— > 
m 


i,  i, 


quel  que  soit  t. 

On  pourrait,  sans  considérer  un  exemple  particulier, 
choisir  les  fonctions  f{x)  et  fi  (x)  telles  que  ©(^)  et 
redeviennent  les  mêmes,  non-seulement  lorsque  ^ 
croît  de  2/,  mais  encore  lorsque  cette  variable  croit  d’un 

2/ 

sous-multiple  quelconque  — de  2 /.  On  en  conclurait 

comme  ci-dessus  l’existence  de  m — i noeuds  de  vibra- 
tion. 


VIBRATIONS  LONGITUDINALES. 


696.  Le  luouvenient  longitudinal  est  donné  par  l’é- 
(]uation 


(■) 


rf’  K J f/’« 

Wd  * fix' 


tout  à fait  semblable  à ré(|ualioii 
(-2) 


tP  r (P  r 
• - (P 


i!P 


<lx‘ 
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Il  en  résulte  que  si  l’on  désigne  par  n'  le  nombre  des 
vibrations  longitudinales  ellectuées  dans  l’uni  lé  de  temps, 
on  a 

(3)  n'  = ^^  (692),  , , 


et 


comme  a = 


il  vient 


on  aura  donc 


Or  — est  une  quantité  très-petite.  Eu  'effet,  d’après  l’é- 
quation 


(6) 


q est  l’accroissement  de  tension  qu’il  faudrait  donner  à 
la  corde  pour  doubler  sa  longueur  ou  la  longueur  de 
chaque  élément,  puisqu’on  faisant  ds  = idx  on  aurait 
T = vs->rq.  ha.  constante  q est  donc  beaucoup  plus  grande 

que  O,  d’où  il  suit  que  le  rapport  ^ est  très-petit  ; par 

conséquent  des  deux  sons  les  plus  graves  rendus  par  une 
même  corde,  celui  qui  correspond  aux  vibrations  longi- 
tudinales est  de  beaucoup  le  plus  aigu. 

697.  On  a encore  la  formule 


Z étant  la  longueur  de  la  corde  dont  la  tension  est  cr  et  X • 
l’allongement  ou  l’augmentation  de  la  longueur  que  pro- 
duit un  accroissement  de  tension  égal  à ci.  C’est  ce  que 
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l’on  déduit  de  l’équation  (6)  en  faisant  T = au  et  en 
observant  que  les  allongements  X et  ds  — dx  des  lon- 
gueurs l et  dx  sont  proportionnels  .à  ces  longueurs.  On 
a donc 


t3  À 


et.commc  1 est  très-petit  par  rapport  à /,  ou  voit  encore 
que  le  rapport  — est  aussi  très-petit. 


> • 
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HYDROSTATIQUE. 


CINQUANTE-TROISIÈME  LEÇON. 

ÉQUILIBRE  d’une  MASSE  FLUIDE. 

Notious  préliminaires.  — Prcssiou  d’im  liquide  sur  une  paroi.  — Égalité 
de  pression  en  tous  sens.  ^ Équilibre  d’un  fluide  incompressible. 
Équations  générales  de  l’équilibre  d’une  masse  fluide. 

NOTIONS  VRÉLIMINAIBES, 

698.  L’hydrostatique  a pour  objet  les  lois  de  l’équi- 
libre des  fluides.  Un  fluide  doit  être  considéré  comme 
un  assemblage,  en  apparence  continu,  de  molécules  ma- 
térielles qui  cèdent  an  moindre  elfort  tendant  à les  sépa- 
rer les  unes  des  autres. 

Les  fluides  que  la  nature  nous  présente  approchent 
plus  ou  moins  de  cet  état  de  fluidité  parfaite.  Il  existe 
ordinairement  entre  les  molécules  de  ces  substances  une 
certaine  adhérence  qu’on  appelle  viscosité.  L’hypothèse 
d’une  mobilité  parfaite  pourrait  conduire  à des  résultats 
peu  conformes  à l’expérience  dans  le  cas  d’un  fluide  en 
mouvement  : mais  si  l’on  excepte  quelques  liquides  où  la 
viscosité  est  considérable,  les  lois  de  l’équilibre  auxquelles 
nous  parviendrons  en  supposant  les  molécules  parfaite- 
ment mobiles  et  sans  aucune  cohésion,  s’appliqueront 
sans  erreur  sensible  aux  fluides  naturels. 

699.  On  distingué  deux  sortes  de  fluides,  les  liquides 
et  les  gaz  ou  fluides  aériformes.  Les  liquides  ne  se  rom- 
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priment  que  sous  des  pressions  très-considérables  et  sont 
appelés  souvent  pour  celle  raison  fluides  incompressi- 
bles. Les  fluides  aèrijormes,  qui  se  divisent  en  gaz  per- 
manents et  en  vapeurs,  sont  compressibles  et  doués,  dans 
certaines  limites,  d’une  grande  élasticité  : c’est  pourquoi 
on  les  nomme  aussi  fluides  élastiques . 

VllESSION  d'uK  liquide  SUR  UKE  PAROI. 


700.  Quand  un  fluide  contenu  dans  un  vase  ouvert 
on  fermé  de  toutes  parts  est  en  équilibre  sous  l’action  de 
forces  quelconques,  il  exerce  une  pression  sur  chaque 
portion  des  parois  du  vase  qui  le  renferme.  Celte  pres- 
sion peut  varier  d’un  point  à un  autre.  Pour  la  déflnir  et 
la  mesurer  avec  précision,  on  considère  un  point  M de  la 
surface  du  vase  et  une  portion  infiniment  petite  co  de 
cette  surface  comprenant  ce  point.  Le  fluide  exerce  sur 
cette  petite  surface  m cerlahies  actions  dont  la  résultante 
peut  être  représentée  par />&),  si  l’on  imagine  une  aire 
plane  égale  à l’unilé  de  surface  et  dont  tous  les  éléments 
égaux  à ti)  supportent  la  même  pression  que  w.  La  quan- 
tité P est  ce  qu’on  nomme  la  pression  au  point  M.  En 
d'autres  termes,  la  pression  au  point  M sera  la  limite 
du  rapport  de  la  pression  exercée  sur  l’élément  w qui 
comprend  le  point  M h l’aire  o),  quand  cette  aire  w ten- 
dra vers  zéro  en  comprenant  toujours  le  point  M. 


ÉGALITÉ  DE  PRESSION  EN  TOUS  SENS. 


701.  On  admet  comme  un  résultat  de  l’expérience  ou 
'■'•L'-  *77 ■ comme  une  conséquence  de  la 

distribution  uniforme  des  molé- 
lécules  des  fluides,  que  la  direc- 


tion de  la  pression  est  toujours 
perpendiculaire  à l’élément  de 
surface  u sur  lequel  elle  s’exerce.  Ce  fait  se  rattache  à 
cet  autre  plus  général  ; que  des  corps  en  contact  n’excrcent 


V 
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Tun  Mc  l’auire  que  des  actions  normales  quand  leurs 
surfaces  n’ont  aucune  adhérence  ni  frottement. 

Cette  notion  s’applique  à une  portion  intérieure  d’un 
fluide,  car  l’équilibre  ne  serait  pas  troublé  si  l’on  suppo- 
sait une  portion  quelconque  du  fluide  soliditiéc.  On  peut 
donc,  eu  un  point  quelconque  de  l’intérieur,  supposer 
une  paroi  plane  solide,  et  il  y aura  sur  chaque  élément  de 
V cette  surface  une  pression  toujours  perpendiculaire  à son 
plan.  Il  y a égalité  de  pression  en  tous  sens  pour  un 
môme  point,  c’est-à-dire  que  si  l’on  considère  une  surface 
inflniment  petite  (•>  passant  par  un  point  M pris  à volonté 
dans  le  fluide,  la  pression  exercée  par  le  fluide  sur  chaque 
face  de  l’élément  w sera  toujours  la  même,  quelle  que 
soit  la  position  que  l’on  donne  à l’élément  o),  en  le  fai- 
sant tourner  autour  du  point  M. 

Pour  démontrer  ce  principe,  faisons  passer  par  le 
point  M deux  plans  quelconques;  prenons  sur  leur  inter- 
section une  longueur  MN  très- 
petite,  et  menons  dans  ces  plans 
perpendiculairement  à leur  in- 
tersection les  quatre  droites  MI, 
KK,  MI',  ISK'  égales  à la  lon- 
gueur MN.  Il  s’agit  de  démon- 
trer l’égalité  des  pressions  p et 
p'  rapportées  à l’unité  de  surface  que  le  fluide  exerce  sur 
les  surfaces  planes  égales  MIKN,  MI'K'N. 

La  masse  fluide  contenue  dans  le  prisme  droit  MII'NKK' 
sera  encore  en  équilibre  si  on  la  suppose  solidifiée.  Les 
pressions  que  le  fluide  extérieur  exerce  contre  les  cinq 
faces  de  ce  prisme,  perpendiculairement  à ces  faces,  font 
équilibre  aux  forces  (analogues  à la  pesanteur)  qui  solli- 
citent toutes  les  molécules  intérieures.  Donc  la  somme 
de  leurs  composantes  parallèles  à un  axe  quelconque  est 
nulle. 

Menons  par  le  point  M un  axe  ML  parallèle  à la  droite 
11'.  Le  fluide  exerce  sur  les  deux  surfaces  planes  MIKN 


Digitized  by  Google 


aS4;  COl'RS  DE  MÉCANIQUE. 

et  Ml'K'N,  que  nous  désignerons  par  w el  m'  etqA  sont 
égales,  des  pressions  pw  el  p'w'dont  les  composantes  sui- 
vant l’axe  ML  sont  po>  cos  a.  et  p'co'  cos  a';  a et  al  dé-  - 
signant  les  angles  que  les  normales  à ces  deux  plans  ou 
aux  droites  MI,  Ml',  font  avec  ML.  Ces  angles  sont  sup- 
pléments l’un  de  l’autre.  Les  pressions  normales  aux 
autres  faces  Mil',  ISKK'  et  IKK'l'ont  leurs  directions 
perpendiculaires  à ML  et  par  conséquent  ne  donnent  pas 
de  composantes  suivant  cette  droite.  Quant  aux  forces 
qui  agissent  sur  les  molécules  intérieures,  nous  désigne- 
rons par  X la  somme  de  leurs  composantes  parallèles  à 
ML. 

La  somme  de  toutes  ces  composantes  devant  être  nulle, 


on  a 

p M cos  a -4-  p m'  cos  a'  -4-  X = O 

\ 

ou 

(■) 

■ X 

(p  — p')  cosa  H *=  O, 

à cause  de 

b> 

U = u',  cos  a = — cos  a'. 

Si  la  longueur  MN  diminue 'indéCniment,  w décroît 
comme  le  carré  de  MN  el  X décroît  à très-peu  près 
comme  le  volume  du  prisme  ou  proportionnellement  au 
X 

cube  de  MN'.  Donc  — tend -vers  zéro;  d’ailleurs  cos«  est  ^ 

U 

constant.  Donc  p et  //  tendent  vers  l’égalité  quand  les 
surfaces  égales  w et  w'  tendent  vers  zéro.  D’ailleurs  cos  a 
est  constant;  les  valeurs  de  p et  de  p'  tendent  vers  des 
limites  déterminées  qui,  d’après  l’équation,  doivent  être 
égales;  de  sorte  qu’on  a p = p',  quand  les  surfaces  égales 
w,  'J  deviennent  infiniment  petites. 

ÊQUILIBKE  d’un  fluide  INCOMPRESSIBLE. 

702.  Supposons  un  liquide  incompressible  contenu 
dans  un  vase  polyédrique  ARCDE.  Plusieurs  parois  sont  ' 
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percées  d’ouvertures  a,  a',  a",..-.,  sur  lesquelles  sont 
ajoutés  de  petits  cylindres  ayant  leurs  arêtes  perpendi- 
culaires à ces  parois.  Si  l’on 
imagine  des  pistons  qui 
peuvent  se  mouvoir  dans 
l’intérieur  de  ces  cylindres, 
les  forces  P,  P',  P",... 
nécessaires  pour  les  main- 
tenir, quand  il  y a équi- 
libre, sont  égales  aux  pressions  exercées  par  le  liquide 
contre  leurs  bases.  Nous  nous  proposons  de  vérifier, 
dans  cet  état  d’équilibre,  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles. 

Concevons  que  l’on  fasse  mouvoir  simultanément  tous' 
les  pistons;  soient  h,  h',  h",.  . .,  les  espaces  qu’ils  par- 
courent, ces  espaces  étant  regardés  comme  positifs  ou 
négatifs,  selon  que  les  pistons  entrent  dans  le  vase  ou  en 
sortent.  Le  liquide  étant  supposé  incompressible,  tous  ces 
déplacements  virtuels  sont  liés  entre  eux  par  l’équation 

ah -h  a' h' -h  a" /i" -h...— O. 

Multiplions  cette  équation  par  la  pression  p exercée 
contre  les  parois  et  rapportée  à l’unité  de  surface:  en 
observant  qu’on  a 


^ = pa,  V'  = pa',  V"=zpa",..., 


il  viendra 


PA  -+- î>' A'  -H  P" A"  4- . . . = o,  • 


ce  qui  est  l’équation  des  vitesses  virtuelles  dans  cet 
exemple  particulier. 

On  pourrait  étendre  ce  principe  au  cas  où  il  y aurait 
des  forces  motrices  agissant  sur  les  molécules  du  liquide, 
mais  la  démonstration  est  compliquée  et  il  vaut  mieux 
chercher  directement  les  équations  générales  de  l’équi- 
libre des  fluides,  comme  nous  allons  le  faire. 
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ÉQUILIBRE  ü'uAE  MASSE  FLUIDE. 


703.  Soient  Ox,  Oj’,  Oz  trois  axes  rectangulaires,  ce 

dernier  étant  vertical  et 
dirigé  dans  le  sens  de  la  pe- 
santeur. P\ous  faisons  celte 
hypothèse,  parce  que  nous 
appliquerons  nos  formules 
principalement  aux  fluides 
pesants.  En  deux  points  infiniment  voisins  in  (x,  y,  z) 
et  e (or  + clx,  y + fly,  z dz)  construisons  un  parai - 
lélipipèdc  en  menant  par  ces  deux  points  six  plans  paral- 
lèles deux  à deux  aux  trois  plans  coordonnés.  Soient  p 
la  densité  du  fluide  au  point  m et  P la  force  motrice  raj)- 
porlée  à l’unité  de  masse,  qui  sollicite  chaque  molécule 
de  ce  parallélipipède  inGnimcnt  petit.  Si  dm  est  la 
masse  de  celui-ci  et  X,  Y,  Z les  composantes  de  la  force  P, 
\dm,Y  dm,Zidin  seront  les  composantes  de  la  force 
motrice.  Enfin  désignons  jiar  p la  pression  rapportée  à 
l’unité  de  surface  qui  s’exerce  au  point  m et  qui  est  la 
même  tout  autour  de  ce  point. 

Si  l’on  suppose  solidiGé  le  fluide  contenu  dans  le  petit 
parallélipipède,  l’équilibre  ne  sera  pas  troublé.  11  faudra 
donc  que  les  composantes  des  forces  parallèles  aux  trois 
axes  se  détruisent  entre  elles.  Ces  forees  se  composent  des 
forces  motrices  X dm,  Y dm,  Z dm  et  des  pressions  exer- 
cées par  le  fluide  environnant  sur  les  six  faces  du  paral- 
lélipipède. Considérons  d’abord  les  pressions  qui  s’exer- 
cent verticalement  sur  les  faces  mahg  et  edef-,  elles  agis- 
sent en  sens  contraire.  La  première  est  égale  à pdxdy,  la 
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seconde  à (^P  dxdy,  leur, résultante  parallèle  à 

()  2 est  égale  à — — dxdydz  ou  à — ~ ^ ® donc 


' PP  . .7  I 

— — (70/  + /.  am  O 
P ni 
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On  aurait  deux  autres  équations  analogues  à celle-là;  on 
a donc 


(0 


d£ 

dx 


Ainsi  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  p sont  égales 
à pX,  P Y,  pZ.  La  dilïérentielle  totale  de  la  pression  est 
donc 


( 2 ) rf/j  = P (X  rfj:  -t-  Y f//  Z ). 

Telle  est  la  formule  qui  donne  l’accroissement  de  pression 
lorsqu’on  passe  du  point  (x,  z)  au  point  infiniment 
voisin  (x -h  y -i- dj,  Z + dz).  Comme  p doit  être 
une  fonction  de  x,y,  z,  le  second  membre  de  l’équation 
précédente  doit  être  une  différentielle  exacte  et,  par  con- 
séquent, s’il  y a équilibre^  on  a nécessairement 

(31  d{pX)^d{;,Y)  d(pX)_d(pZ)  d(pY)^d  (pZ) 

dj'  dx  ' dz  dx  ' dz  dy 

L’expression  p (X  <Vx  -f-  Yi/y  -f-  Z </z)  étant  alors  la  dif- 
férentielle exacte  d’une  certaine  fonction  J (x,  y,  z),  on  a 

(4)  ^ jr,  z) -4- c, 

C étant  une  constante  qui  sera  déterminée  quand  on  con- 
naîtra la  pression  po  en  un  point  particulier  (x»,  /oj  -^o)- 
Il  faudra  en  outre  que,  si  l’on  imagine  une  courbe  fermée 
passant  par  un  point  m (x,  y,  z),  la  fonctiony  (x,  y,  z) 
reprenne  la  même  valeur  lorsqu’on  reviendra  au  point  m, 
puisqu’on  doit  retrouver  la  même  pression. 

704.  S’il  n’y  a pas  de  force  qui  sollicite  les  molécules 
intérieures,  la  pression  sera  constante  dans  toute  la  masse 
du  fluide,  de  sorte  qu’une  pression  extérieure  exercée  sur 
une  partie  du  fluide  adjacente  à une  paroi  du  vase  doit  se 
iransmettre  avec  la  même  intensité  sur  des  éléments  de 
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surface  équivalents  dans  toute  la  masse  et  sur  toutes  les 

parois. 

705.  On  appelle  surface  (te  niveau  une  surface  dont  tous 
les  points  éprouvent  la  même  pression.  La  formule  (4) 
montre  qu’elles  sont  toutes  comprises  dans  l'équation 

/{■r,  r.  *)  = ". 

a étant  une  constante.  Si  l’on  /'ait  varier  cette  quantité 
d’une  manière  continue,  on  obtient  une  inflnité  de 
surfaces.  Une  couche  de  niveau  est  la  masse  du  fluide 
comprise  entre  deux  surfaces  de  niveau.  L’équation 
f(x,y,  *)  = a montre  que  <leux  surfaces  de  niveau  ne 
peuvent  pas  se  couper. 

706.  La  force  motrice  est  normale  à la  surface  de  niveau 
en  chacun  de  ses  points.  En  elfet,  soit  P cette  force,  on 
a,  en  tout  point  de  cette  surface, 

X + Y + Z rfî  O, 

d’où,  en  divisant  par  Pr/j,  ds  étant  un  petit  arc  tracé 
sur  la  surface, 

IL—  -iL  L—  — 

P P P ds  ~ 

équation  qui  montre  bien  que  la  force  P est  perpendicu- 
laire à tout  élément  de  courbe  tracé  sur  la  surface  et  pas- 
sant par  le  point  m. 

707.  Si  la  pression  est  nulle  ou- constante  en  tous  les 
points  de  la  surface  libre  d’un  fluide^  celle-ci  est  une  sur- 
face de  niveau.  Dans  un  liquide  il  peut  se  faire  qu’il  n’y 
ait  pas  de  pressions  extérieures.- Il  n’en  est  plus  de  même 
dans  les  fluides  élastiques.  Ils  ne  peuvent  avoir  de  sur- 
face libre,  ou  sur  laquelle  la  pression  soit  nulle,  parce 
que  la  pression  est  liée  à la  densité  par  l’équation  p = 

h.  étant  une  constante  dont  la  valeur  dépend  de  la  tem- 
pérature, en  sorte  que  pour  qu’il  n’y  eût  pas  de  pression 
dans  une  partie  de  la  masse,  il  faudrait’qu'il  n'y  eiit  pas 
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(le  matière  en  cet  endroit  : c'est  ce  qui  explique  la  néces- 
sité de  maintenir  les  gaz  dans  des  vases  fermés  de  toutes 
parts. 

708.  Reprenons  l’équation 
, dp  z=  p[Xdx -h  Y cljr 

Supposons  que  Xe?a: -t- -f- soit  la  diiréren— ' 
tielle  exacte  d’une  fonction  ce  qui  arriverait, 

par  exentplc,  si  les  forces  motrices  provenaient  d’actions 
mutuelles  entre  les  différents  points  de  la  masse  Iluide  ou  ' 
si  ces  forces  étaient  constamment  dirigées  vers  des  cen- 
tres fixes.  OiV  a dans  ce  cas 


(5) 


e//j  zz:  pdff. 


Il  résulte  de  là  que  ^ est  une  fonction  de  o comme  on  Ta 
vu  d ans  le  calcul  intégral  ; il  en  est  de  même  de  p et  par 
conséquent  p est  fonction  de  p.  Donc  en  tous  les  points 
d’une  surface  de  niveau  la  densité  est  constante,  puisque 
la  pression  est  constante. 

709.  Dans  les  fluides  élastiques  on  peut  déterminer 
d’une  manière  générale  p et  p en  fonfction  de  ai. -On  a, 
dans  ce  cas,  p =:kp\  le  coefficient  k dépend  de  la  tem- 
pérature : si  celle-ci  est  constante  dans  toute  l’étendue  , 
de  la  masse,  est  une  quantité  constante.  Alors,  à cause 
de  r//t>  = p^<5>,  on  a ^ ■ 

(6)  _ j = J^r^ 

d’où,  en  intégrant. 


p =:Ce 


et  ensuite 


e 

:5a*. 

A 


Si  la  température  n’est  pas  la  même  ilaus  toute  la  masse 
Il  . . ‘ '9  ' 
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tluide,  l’équaliuii  (6)  fait  voir  c]ue  A est  uue  fonction  de  f 
ainsi  que  p,  et  par  conséquent  la  densité  et  la  tempéra- 
ture doivent  être  constantes  pour  tous  les  points  d'uiie 
surftce  de  niveau,  mais  variable  d une  surface  à l’autre. 
On  aura 


Considérons,  par  exemple,  l’atmospbèrequi  enveloppe 
la  terre  et  faisons  abstraction  du  mouvement  de  rotation 
■de  celle-ci.  La  force  motrice  d’une  molécule  m de  l’at- 
mospbère  est  une  force  toujours  dirigée  vers  le  centre  de 
la  terre  et  la  même  à égale  distance  du  centre.  On  conclut 
de  là  qu’il  ne  peut  y avoir  équilibre,  si  la  température 
n’est  pas  la  même  à la  même  distance  du  centre,  et  que  les 
surfaces  de  niveau  doivent  être  des  sphères  ayant  leur 
centre  au  centre  de  la  terre,  puisqu’elles  doivent  être  nor- 
tnales  en  chaque  point  à la  direction  de  la  force  motrice- 
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ÉQUILIBRE  DER  FLUIDES  ET  DÉS  CORPS  PLONGÉS  DANS  LES  FLUIDES. 

Figure  permanente  d’un  fluide  tournant  autour  d'un  axe.  — Pression  d’un 
liquide  sur  le  fond  d’un  vase  qui  le  renferme.  — Équilibre  de  plusieurs 

liquides  contenus  dans  le  même  vase.  — Vases  communiquants.  

Principe  d’Archimède.  . , 


•Fir.UBE  PERMANENTE  d’vN  FLUIDE  TOURNANT  AUTOUR 

d’un  axe. 

710.  Supposons  un  fluide  pesant,  contenu  dans  un 
vase  de  forme  quelconque',  tournant  d’un  .mouvement 
uniforme  autour  d’un  axe  vertical  Oz.  Au  bout  d'un 
certain  temps  la  masse  fluide  prend  une  figure  perma- 
nente d’équilibre  qu’il  ( s’agit  de  déterminer.  Soient  .X, 
-Y,  Z les  composantes  de  la  force  accélératrice  P d’nii 
point  quelconque  m.  La  molécule  rn  décrit  une  circon- 
férence de  cercle  autour  de  l’axe  Oz,  et  sa  force  effective 
est  la  force  centripète  mru*,  »•  étant  la  vitesse  angulaire 
et  r le  rayon  du  cercle. D’après  le  principe  dè  d’Alembert, 
il  y aura  coustamment  équilibre  entre  les  forces  motrices 
et  les  forces  centrifuges  de  toutes  les  molécules  du  fluide, 
c’est-à-dire  que  ces  forces  ne  troubleront  pas  le  mouve- 
ment commun  de  rotation  uniforme  en  déplaçant  les 
molécules  les  unes  par  rappoft  aux  autres.  Donc  en  ap- 
pliquant à l’état  d’équilibre  actuel  l’équation  (2)  du 
11°  703  et  observant  que  les  composantes  de  la  force  cen- 
trifuge sont  mxu’,  mjr(ù*  et  o,  on  a 

dp  = p{Xrfx  -t-  -t-  ïdz)  -f-  pM^[x{lx  + ydy). 

Or,  si  les  forces  motrices  se  réduisent  à la  pesanteur^  on  a 
. ■ * ' . '9- 


aya  couks  de  Mii;cAwiQi:E. 

X = O,  Y = O,  Z = — et.il  vient 

ilfi  = P gdz  -t-  P w’  ( .rrfx  + rdy  ), 

d où,  en  intégrant  et  représentant  la  constante  par 

(■)  /’  = ^P(C  — z)+  ^ 

En  donnant  à p des  valeur^  constantes,  on  aura  diflé- 
rentes  surfaces  de  niveau.  Leur  équation  peut  s’écrire 

(2)  î = c - ^ — (j;'  + y‘). 

. • gp 

Elle  représente  un  paraboloïde  de  révolution  dont  la  pâ-  - 
rabple  méridienne  a pour  équation  dans  le  plan  des  sx 

^ ■ />  [ oè 

gp‘  2<r' 

Cette  parabole  ne  change  pas  de  grandeur  avec  p,  mais  la 
positiondeson  sommet  surl’axcde  rotation  est  variable  avec 

w,  car  il  est  à une  distance  de  l’origine  égale  à C — — • 

gp 

71 1 . Les, surfaces  de  niveau  sont  donc  toujours  des  para- 
boloïdcs, quelle  que  soitla  forniedu  vase,  eteellede  Ja  sur- 
face supérieure  qui  termine  le  fluide.  Dans  to.ns  les  cas 
on  déterminera  la  constante  C en  exprimant  (|ue  le  vo-  , ' 
lurne  du  liquide  est  donné.  Supposons,  par  exemple,  que 
le  liquide  soit  contenu  d.iUs  uu  vase  cylindrique  ayant 
pour  base  sur  le  plan  a:Or  le  cercle  dont  le  rayon  est  n 
et  que  l>  soit  la  hauteur  de  la  partie  du  cylindre  occupée  par 
le  liquidcavant  lemouvemenl.  Son  volume  est Sup- 
posons en  outre  que  la  surface  libre  supporte  simplement 
la  pression  .atmosphérique  constante  représentée  par  u. 
Elle  sera  alors  une  surface  de  niveau.  Il  est  facile  d’éva- 
luer le  volume  correspondant  du  liquide  terminé  par  cette 
surface  de  niveau  en  le  décomposant  en  tranches  cvliii- 
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dt'iqiies  ayant  l’axe  lies  z pour  axe.  On  aura  donc 


r.ti‘h  = '},TZ  I zn/r-, 

, J O 


«.'U  reuiplaçant  z par  sa  valeur  déduite  de  (a), 


^ 6j  r* 

~ ffp  2|¥ 


on  aura  une.  équation 'qui  fera  connaiti'c  C.  On  trouve 


C = i + 


4/r 


VKESSIO.N  1>  II.N  I.IQIUDE  SUR  LE  FONO  DU  VASE  Çll’I  I F. 

RENFERME. 

712.  Considérons  luainteuaut  un  liquide  pesant  et 
incompressible,  soumis  seulement  à l’action  de  la  pe- 
santeur. En  prenant  les  mèmc*s  .axes  que  dans  le  cas  gé- 
néral, un  a , 

d’où 

” J'  = gPZ-h  a, 

« 

CT  étant  une  constante.  On  voit  que  la  pression  varie  seu- 
lement avec  z et  qu’elle  croît  proportionnellement  à la 
profondeur.  Les  surfaces  de  niveau  sont  donc  des  plans 
horizontaux.  Si  l’on  fait  z = o,  on  a p = cj  : donc  cette 
constante. représente  la  pression  qui  s'exerce  sur  la  sur- 
face libre,  c’est-à-dire  ordinairement  la  pression  atmos- 
phérique. Enjoignant  à celle-ci  gpz,  on  a la  valeur  de  la 
pression  à la  profondeur  z : mais,  pour  simplilier,  nous 
omettrons  la  pression  atmosphérique,  qu'il  faudra  réta- 
blir à la  lin  du  calcul  pour  donner  aux  résultats  toute 
leur  exactitude.  Ainsi  nous  poserons  siinpleiuent 

p = gfZ. 
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On  conclut  de  cette  formule  que  si  b est  l’aire  de  la 
base  supposée  horizontale  et  h la  hauteur  du  liquide,  la 
pression  totale  P. que  supporte  celte  base  est 

■ f — g?bh.  ' ‘ 

On  voit  qu’elle  est  égale,  quelle  que  soit  la  forme  du  vase, 
au  poids  d’un  cylindre  de  liquide  dont  la  base  est  i et  la  • 
hauteur  A,  en  sorte  qu’elle  peut  être  plus  grande  ou  plus 
petite  que  le  poids  total  du  liquide. 

713.  Supposons  maintenant  qu’on  ait  deux  liquides 
contenus  dans  le  même  vase  et  qu’ils  ne' se  mélangent 
pas.  , 

Leur  surface  de  séparation  sera  nécessairement  un  plan 
horizontal.  En  effet,  on  sait  que  les  surfaces  de  niveau 
doivent  être  des  plans  horizontaux  et  que  dans  toute  leur 
étendue  la  densité  doit  être  la  même,  ce  qui  n’aurait  pas 
lieu  si  un  même  plan  horizontal  pouvait  rencontrer  les 
deux  liquides.  Soient  b la  base,  h la  hhuteur  et  p la 
densité  de  la  première  couche  reposant  sur  le  fond  du  . 
vase  ; b',  b',  p'  les  quantités  analogues  relatives  à la  se- 
conde couche.  La  pression  sur  l’unité  de  surface  de  b'  est 
gp'h'.  Cette  pression  se  transmet  à travers  la  seconde 
couche  de  liquide  et  s’ajoute  à la  pression  g ph  que  cette 
couche  exerce  sur  chaque  unité  de  surface  de  sa  base. 
Donc  la  pression  exercée  sur  le  fond  du  vase  sera 
g{p' h’  -1-  ph)b,  c’est-à-dire  égale  au  poids  d’une  colonne 
cylindrique,  dont  la  base  serait  b,  qui  contiendrait  une 
hauteur  h du  liquide  inférieur  et  une  hauteur  h'  du 
liquide  supérieur. 

On  aurait  un  théorème  analogue  pour  un  nombre  quel- 
conque de  liquides  contenus  dans  un  même  vase  et  même^ 
pour  un  liquide  dont  la  densité  varierait  d’une  manière 
continue  avec  la  hauteur  z ; cela  résulte  d’ailleurs  de  la 
formule  dp  gpdz,  intégrée  entre  des  limites  conve- 
nables. 
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714.  Considérons  d’abord  un  seul  liquide  coiUeiiu  dans 
deux  vases  communiquants.  Menons  à la  surface  du  tuyau 
de  communication  T deux  plans  tangents  horizontaux; 

Fig.  i8i.  au-dessous  du  plan  inferieur 

rri  le  liquide  de  chaque  vase 
sera  dans  les  mêmes  condi-  . 
tious  que  si  ce  vase  existait 
seul.  La  pression  sera  la 
même  sur  chaque  plan  hori- 
zontal compris  entre  le  plan  rr'  et  le  plan  tangent  supé- 
rieur ss'f  mais  elle  variera  d’un  plan  à l’autre.  Au-dessus 
du  plan  ss' , le  liquide  devra  s’élever  au  même  niveau  AB, 
CD  dans  les  deux  vases  : car  s’il  s’élevait  dans  l’un  d’eux 
à une  hauteur  différente  en  «6,  l’équilibre  devrait  subsis- 
ter en  appliquant  sur  CD  une  paroi  fixe  qui  n’éprouverait 
aucune  pression  (abstraction  faite  de  la  pression  atmo- 
sphérique). Mais  le  liquide  contenu  dans  la  colonne 
ABaë  exercerait  sur  AB,  à cause  de  sa  pesanteur,  une 
certaine  pression,  qui  se  transmettrait  jusqu’à  CD 
de  sorte  que  cette  paroi  (indépendamment  de  là  pression 
'atmosphérique)  éprouverait  une  certaine  pression,  ce  qui 
est  contraire  à l’hypothèse. 

Concevons  maintenant  que  l'on  verse  sur  AB  et  CD, 
qui  sont  dans  un  même  plan  horizontal,  deux  liquides 
différents  qui  s’élèvent  jusqu’à  A'IVetC'D'.  Il  faudra 
pour  l’équilibre  qu’ils  exercent  des  pressions  égales  sur 
l’unité  de  surface  de  AB  et  de  CD,  de  sorte  que  si  p,  et  p' 
sont  les  densités  de  ces  deux  liquides  et  /i,  et  h'  leurs  hau- 
teurs, on  aura 

= pp'/i' 

ou 

p,  A, 

c’cst-à-diic  que  les- hauteurs  auxquelles  ces  deux  liquides 
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S élèvent  dans  les  deux  vases  sont  en  raison  inverse  de 
leurs  densités. 

On  verrait  de  la  même  manière  que  si  l’on  ajoutait  un 
nombre  quelconque  de  liquides  dans  les  deux  vases,  il 
faudrait  que  la  somme  des  produits  de  leurs  densités  par 
les  baiitcurs  de  leurs  tranches  fût  la  même  de  part  et 
d’autre. 

PRESSIOjy  o'uN  LIQOIDE  SUR  UNE  PAROI  PUAHE. 

7 1 U.  Soient  Ali  une  paroi  plane,  placée  comme  on  vou- 
dra dans  le  liquide,  o>  l’aire 
d’un  élément  de  la  surface  AB 
et  Z la  distance  de  o)  au  ni- 
veau supérieur  PiN'.  La  pres- 
sion que  supporte  m est 
gpzui,  en  faisant  abstraction 
de  la  pression  atmosphériepe.  Les  pressions  exercées  par 
le  fluide  sur  tous  les  éléments  o)  étant  normales  - au 
même  plan  AB,  ont  une  résultante  égale  à leur  somme 

zfi)  et  normale  au  plan  AB.  En  désignant  par  l> 

l’aire  de  la  paroi  AB  et  par  z,  la  distance  de  son  centre  de 

gravité  au  plan  NN',  on  a 2 w = bz, . Donc  la  pression 

totale  sur  la  paroi  AB  est  égale  à gpbti , c’est-à-dire  égale 
au  poids  d’un  cylindre  de  liquide  qui  aurait  une  base 
égale  à la  surface  de  la  paroi  et  une  hauteur  égale  à la 
'distance  du  centre  de  gravité  de  cette  paroi  au  niveau 
supérieur  du  liquide. 

Le  point  d’application  de  la  résultante  des  pressions 
exercées  sur  la  surface  AB  est  appelé  centre  de  pression. 
Il  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  si  le  plan  AB  est 
horizontal;  il  est  au-dessous  du  centre  de  gravité  quand 
le  plan  est  incliné,  parce  que  les  pressions  exercées  sur 
les  éléments  o>  augmentent  en  intensité  avec  la  profondeur 


Fii;.  i8i. 
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de  ces  éléments.  Un  exemple  va  montrer  comment  on 
peut  déterminer  Je  centre  de  pression. 

716.  Supposons  que  la  paroi  immergée  ait  la  forme 
d’un  trapèze  dont  les  côtés  parallèles  Ali,  CD  soient  ho- 
rizon taux.  Le  centre  de  pression 
O doit  évidemment  se  trouver  sur 

la  droite  GH  qui  joint  les  mi- 
lieux’de  ces  deux  côtés.  Décom- 
posons ce  trapèze  en  une  infinité 
d’éléments  tels  que  EFE'F'  par 
des  droites  parallèles  à AB.  Dési- 
gnons EF  par  P"  et  par  u la  perpendiculaire  MN  abaissée 
du  point  M sur  AB.  On  a EFF'E'  = viiu  êt  la  pression 
supportée  par  cet  élément  est  gpzwdit.  En  nommant  «, 
la  distance  du  centre  de  pression  I à AB  et  h la  hauteur 
du  trapèze,  on  déterminera  u,  par  l’équation 


ou 


(>) 


/•"  r“ 

U,  I g P zvdu  z=  I g P zvudu 

Ju  Jo 

Xh 

zvdu  I Zi'udu, 

•/O 


Il  faut  maintenant  exprimer  z et  p>  en  fonction  de  u. 
Or  si  l’on  désigne  par  et  l’angle  que  le  plan  du  trapèze 
fait  avec  un  plan  horizontal  et  par  c la  distance  du  côté 
AB  à la  surface  du  liquide,  prise  pour  plan  des  jy,  on  a, 
en  projetant  MN  sur  la  verticale  élevée  par  le  point  M, 


(: 


D’ailleurs,  menons  BK  parallèle  à AC  et  prolongeons 
EF  et  CD  jusqu’en  L et  en  K;  les  triangles  semblables 
BDK,  6FL  donnent,  eu  posant  .AB  = n,  CD  = />, 


h 

— 5 
il 


L-,'  CjOO^Ic 
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b — a 


398 

d’où 

(3) 


Substituant  les  valeurs  précédentes  de  z cl  de  r dans 
l’équation  (1)  et  intégrant,  on  en  tire 

2/tc(n -t- aft)  + A’ (a  + 3a6)siii  a 

(4;  6c(a  + A)  + 2A  (o.-|- 26)  sin  a 

717.  Si  le  côté  AB  est  à fleur  d’eau,  on  a c = ,o  ci 

A (a  -l-  3é) 

2(a  -H  2 A) 

Quand  le  trapèze  est  horizontal,  on  a 


sin  a = o. 


h(a  -4-  2A) 
Z[a  + b)  ’ 


et  le  centre  de  pression  coïncide  avec  le  centre  de  gravité. 

718.  Quand  lasurface plongée dansleliqnidecstcourbe, 
la  pression  totale  qu’elle  supporte  n’est  pas  la  somme  des 
pressions  exercées  sur  ses  éléments,  parce  que  celles-ci  ne 
sont  pas  parallèles.  En  général  ces  pressions  n’ont  pas  de 
résultante  unique  et  se  réduisent  à deux  forces  non  situées 
dans  le  même  plan  ou  à une  force  et  un  couple. 


• PllIHCIPE  d’aRCHIMÉDE. 

719.  Quand  un  corps  pesant  est  plongé  dans  un  li- 
quide, les  pressions  exercées  sur  sa  surjace  ont  une  ré- 
sultante unique,  égale  au  poids  du  liquide  déplacé  et 
appliquée  au  centre  de  gravité  de  cette  partie  du  fluide, 
supposée  solidifiée. 

Supposons  d’abord  tpie  le  corps  soit  entièrement  ploiigé 
dans  le  fluide  et  considérons  un  clément  qnelcon(|uc  <0 
de  sa  surface.  Soit  p la  pression,  ra|)portcc  a.  l'iinilé  de 
surface,  exercée  en  ce  point  ; />w  est  la  pression  supportée 
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par  rélémeiu  to.  Désignons  par  v les  angles  que  la 
Fig.  184.  normale  fait  avec  trois  axe.s 

rectangulaires.  Les  compo- 
santes de  P (0  suivant  ces  axes 
sont  P cû  cos  X , pu  cos  p , 
pu  cos  V,  ou  pa,  pb,  pc,  en 
appelant  a,  b,  c les  projec- 
tions de  l’élément  u sur  les 

trois  plans  coordonnés. 

Or  toutes  les  composantes  telles  que  pa  se  détruisent 
deux  à deux.  En  effet,  le  petit  cylindre  ua  prolongé  dé- 
coupe sur  le  côté  opposé  de  la  surface  un  petit  élément 
u'  dont  la  projection  sur  le  plan  jOz  est  égale  à a.  La 
pressiôn  sur  w',  rapportée  à l’unité  de  surface,  est  p,  parce 
que  (i)  et  w'  sont  à la  môme  profondeur.  Donc  la  compo- 
sante de  la  pression  totale  pj  exercée  sur  w'  et  parallèle 
à Ox  est  égale  à pa,  et  comme  elle  agit  en  sens  con- 
traire de  celle  qui  s’exerce  sur  u,  elle  la  détruit.  On 
verrait  de  même  que  toutes  les  composantes  parallèles  à 
Oy  de  toutes  les  pressions  se  détruisent  deux  à deux.  Il  ' 
ne  reste  donc  plus  à considérer  que  les  composantes  ver- 
ticales. 

Le  petit  cylindre  vértical  dont  la  base  est  w découpe 
sur  la  partie  supérieure  de  la  surface  un  autre  élémentw, 
dont  la  projection  sur  le  plan  xOy  est  c.  Donc  si  p,  est 
la  pression  en  to,,  rapportée  à l’unité  de  surface,  le  petit 
cylindre  co  to,  est  soumis  à une  pression  verticale  s’exer- 
çant de  bas’ en  haut  et  égale  à [p  — Pi)  c,  et  comme 
P = g P Z -h  ts,  TS  étant  une  constante,  on  aura 


. . (p  — p,)c  = gpc(z  — z,)=  gpel, 

en  appelant  p la  densité  du  fluide  supposée  constante,  z, 
le  Z de  l’élément  w,,  / la  longueur  du  petit  filet  cy- 
lindritjuc  compris  entre  u et  to,.  Celte  pression  équivaut 
donc  au  poids  du  (laide  dont  ce  petit  filet  tient  la  place. 
En  décomposant  le  rorp.s  en  filets  verticaux  infiniment 
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minces,  chaque  tilet  esl  pressé  de  bas  en  haut  par  une 
semblable  force,  et  l’on  conclut  de  là  que  toutes  les  pres- 
sions exercées  sur  le  corps  se  composent  en  une  seule  for«:e 
verticale  agissant  en  sens  contraire  delà  pesanteur,  égale 
au  poids  du  fluide  dont  le  corps  tient  la  place  et  appli- 
quée au  centre  de  gravité  de  cette  niasse  fluide.  La  ré- 
sultante de  toutes  ces  pressions  se  nomme  la  poüssée  du 
fluide. 

r 

720.  Le  principe  d’Archimède  subsiste  quand  le  corps 
n’est  plongéqu’en  partie  dans  le  fluide.  On  verrait  d'abord, 

Kig.  i85.  comme  précédemment,  que  les 

pressions  horizontales  se  dé- 
truisent; puis,  si  le  cylindre 
vertical  o/oi',  a une  partie  en 
dehors  du  fluide,  les  compo- 
santes verticales  des  pressions 
exercées  en  w'  et  o)',  seront 
p'  = {gp^  -f-'a)c  etac,  desortequ’en  prenant  leurdifl'é- 
rence,  la  partie  commune  disparaîtra  et  la  pression  sera 
égale  au  poids  d’un  volume  de  liquide  égal  à la  partie  du 
cylindre  plongée  dans  le  liquide. 

721.  Le  théorème  d’Archimède  a encore  lieu  quand  la 
densité  p n’est  pas  la  même  à toutes  les  profondeurs,  car 
les  pressions  horizontales  se  détruisant,  la  pression  verti- 

'cale  supportée  par  le  cylindre  m m,  serait 

(p  — fj,)c  — c . 

en  obsei  vant  qu’on  a toujours 

P — J'  gpP’  '=’• 

a étant  la  valeur  de  z pour  la<[uellc  on  a p — n.  Or 
I g p cdz  e.sl  le  poids  du  fluide  déplacé. 

i 
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722.  Le  principe  d' A rchimède  peut  encore  se  démontrer 
de  la  manière  suivante  : Séparons  par  la  pensée,  dans  un 
fluide  en  équilibre,  une  partie  quelconque  de  sa  masse. 
Elle  est  en  étjuilibre  et  le  sera  encore  si  nous  la  suppo- 
sons solidifiée.  Mais  alors  tonies  les  pressions  exercées 
contre  sa  surface  par  le  fluide  environnant  doivent  se 
réduire  à une  seule  égale,  et  directement  contraire  à son 
poids.  Il  est-  clair  que  ces  pressions  auront  encore  la 
môme  résultante,  si  l’on  substitue  à cette  masse  de  fluide 
solidifiée  un  corps  solide  quelconque  de  même  forme  ; ce 
quidémontre  le  principe  énoncé.' 

723.  Quand  le  poids  d'un  corps  est  égal  au  poids  d’un 
égal  volume  du  fluide  dans  lequel  il  plonge,  ce  cofps 
resteen  équilibre  à toutes  lesprofondeurs,  pourvu  que  son 
centre  degravitéetceluîdu  volume  du  fluide  déplacé  soient 
sur  la  même  verticale.  Le  corps  descend  au  fond  du  vase 
ou  remonte  à la  surface  selon  que  sou  poids  est  supérieur 
ou  inférieur  à celui  du  fluide  déplacé.  Dans  ce  dernier 
cas,  le  corps  doit  être  en  partie  au-dessus  du  niveau  su- 
périeur, et  l’équilibre  ne  s’établit  que  lorsque  le  poids 
du  liquide  déplacé  est  égal  au  poids  du  corps. 

724.  ‘Quand  on  pèse  un  corps  dans  un  fluide,  on  n’ob- 

tient pas  son  véritable  poids  J mais  seulement  l’excès  de  ce 
poids  sur  celui  du  fluide  déplacé.  Si  P est  le  poids  du 
corps  et  P celui  d’un  égal  volume  de  liquide,  D et  p les 
densités  correspondantes,  on  a > 


P D 


P — 

• 725.  Le  principe  d’Archimède  subsiste  et  sa  démons- 

tration est  la  même  dans  le  cas  où  l’on  considère  un  fluide 
contenu  dans  un  vase  : on  en  conclut  que  la  résultante  des 
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pressions  d’un  fluide  sur  les  parois  du  vase  qui  le  con- 
tient est  égale  au  poids  du  fluide.  Il  faut  bien  distinguer 
cette  pression  de  celle  que  supporte  la  paroi  horizontale 
inférieure,  qui  peut  être  plus  grande  ou  plus  petite  que 
le  poids  du  fluide.  Si  l’on  fait  une  ouverture  à l’une  des 
parois  latérales,  la  pression  n’ ayant  plus  lieu  sur  la  por- 
tion de  la  paroi  qu’on  a enlevée,  celle  qui  s’exerce  sur  la 
paroi  opposée  ne  sera  plus  détruite,  et  le  vase  sera  mis 
en  mouvement  en  sens  contraire  de  l’écoulement  du  li- 
quide. C’est  là  le  principe  des  difl'érentes  machines  dites 
à réaction. 
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ÉQUILIBRE  DES  CORPS  FLOTTANTS. 


726.  Déterminer  la  position  d’équilibre  d’un  corps  so- 
lide plongé  en  partie  dans  un  liquide,  revient  à couper 
ce  corps  par  un  plan  en  deux  segments,  dans  un  rapport 
déterminé,  de  telle  sorte  que  lecentre  de  gravité  du  corps 
et  celui  d’un  des  deux  segments  soient  sur  une  même 
perpendiculaire  au  plan  sécant.  Nous  allons  résoudre  ce 
problème  pour  un  prisme  triangulaire  droit  dont  nous 
supposerons  les  arêtes  horizontales. 

Une  section  ARC  perpendiculaire  aux  arêtes  étant 
Kip  ,gf,  faite  dans  le  prisme,  le  niveau 

du  liquide  devra  partager  le 
triangle  par  une  droite  DE  en 
deux  segments  CDE,  ADEB  tels, 
que  l’on  ait 

ABC 

r étant  le  rapport  de  la  densité 
du  prisme  à celle  du  liquide.  Il  faudra  en  outre  que  les 
centres  de  gravité  G et  H de  ces  deux  triangles  soient 
sur  une  même  perpendiculaire  è DE.  Soient 


OA  = n,  CB  = é,  AB  = c,  CK  = //,  CD  = x,  E=r, 
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X ely  sont  les  deux  inconnues  qu’il  s’agit  de  déterminer. 

Or  on  a 

surfCAB= -oisinC,  surfCDE=::  — j-r  sinC, 

2 2 ■ 

d 'où 

(i)  , jry  = rah. 

D’un  autre  côté,  GH  est  perpendiculaire  à DE  ainsi  que 
FR  qui  lui  est  parallèle,  et  eomineDF  = FR,  il  s'ensuit 
qu’on  a KD  = KE.  Réciproquement,  si  KD  = KE,la 
droite  KF  et  par  suite  GH  sera  perpendiculaire  à DE. 

Or  si  l’on  nomme  a et  6 les  angles  AGK  et  BCK,  on  a 

KD  — 2/ucosa,  KE  — 2//)COs6; 

donc,  puisque  KD  = RE, 

( 2 ) — 2 Ax  cos  a y-  — 2 /ly  cos  ^ . 

En  éliininaiû  ) entre  les  équations  (i)  et  (2),  on  trouve 

(3)  .x'  — 2 A cos  a.  x’  -h  2 rhab  cos  S ..r  — n*  b''7=L(.i . 

Celte  équation,  dont  le  dernier  terme  est  négatif’,  , 
a au  moins  deux  racines  réelles,  l’une  positive,  l’autre 
négative.  Cette  dernière  doit  être  rejetée,  puisque  la  ligne 
DE  doit  être  comprise  dans  l’intérieur  du  triangle  ABC.  •’ 
D’après  la  règle  de  Descartes,  si  les  angles  a et  6 sont  ai- 
gus et  si  l’équation  (3)  a toutes  ses  racines  réelles,  elle 
aura  trois  racines  positives  et  une  racine  négative.  Celle- 
ci  est  inadmissible,  et  l’on  rejettera  de  même  comme 
étrangère  à la  question  une  racine  qui  surpasserait  a ou 
qui  donnerait  pour^  une  valeur  plus  grande  que  h.  11  y 
a donc  au  phis  trois  positions  d’écpiilibre  pour  lAquelles  . 
le  sommet  seul  est  plongé  dans  le  liquide. 

727.  Le  problème  précédent  revient  à mener  par  un 
point  donné  R une  normale  à une  hyperbole  ayant  pour 

’> 
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asymptotes  CA  et  CB.  En  effet,  si  l’on  mène  dans  l'angle 
ACB  différentes  droites,  telles  rjue  DE,  formant  des 
triangles  DCE  équivalents  entre  eux,  le  milieu  de  chaque 
droite  DE  se  trouve  sur  une  hyperbole  ayant  CA  et  CB 
pour  asymptotes,  et  cette  courbe  est  tangente  à DE.  La 
droite  KF  étant  perpendiculaire  à DE,  la  question  re- 
vient à mener  par  le  point  K une  normale  à cette  hyper- 
bole. On  sait  qu'oii  peut  en  général  en  mener  quatre, 
dont  l’une  aboutit  à la  branche  située  dans  l’angle  opposé 
à l’angle  ACB. 


728.  Quand  le  triangle  ABC  est  isocèle,  on  a 


a = 


:6, 


A cos  a = — 5 
a 


= a- T 


d’e 


h cos  a =r 


4 fl’  — c' 


4" 


Les  équations  (i)  et  (a)  deviennent 

' r/i2  — . . 


= X"— J" 


2 a 


(— r). 


On  y satisfait  d’abord  en  faisant 

x = y =.a\fr, 

valeur  admissible  à cause  de  i.  On  obtient  une  autre 
solution  en  résolvant  les  équations 

4n’  — c’ 

.vy  = ra\  x -k-y  = » 

2 a 

qui  donnent,  si  l’on  supposer 

4"’ — r’  •+-  — r’)'  — i6  ra' 

. X - ■ — - ■ ■ — * 

. - 4^ 


4“’  — c’  — y/(4«’  — e’)’  — i6  / 

~ 4a 


II. 
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Comme  x doit  èlrc  moindre  que  a,  on  doit  avoir 


■ I 4"’  — — i6ra‘  ^4“’ 

ou 

(4«’  — <•’)’  — l6  r/j*  c' , 
i6  n'  — 8/i’  c’  — i6  ra'  <lo, 

d’où  l’on  lire 

c'^  n\Ji  — 2 r. 


11  faut  en  outre  (|ue  x el  y soient  réelles  et  par  consé-. 
qnent  que  l’on  ait 

4 n’  — c’  4 h‘‘  ^'r 

ou 

c <[  2 fl  V I — \J  ri 

Si  ces  deux  conditions  sont  remplies,  la  solution  précé- 
dente sera  admissible. 

729.  Le  cas  où  deux  sommets  A et  B du  triangle  sont 
immergés,  se  ramène  au  cas  où  un  seul  plonge  dans  le 
liquide.  En  effet,  si  l'on  a (fig.  i86,  p.  3fl3) 

ABDE 

“abc  ~ 

on  aura 


CDE 

ABC 


et  si  les  centres  de  gravité  du  quadrilatère  ABDE  et  du 
triangle  ABC  sont  sur  une  môme  verticale,  il  en  sera  de 
même  de  ceux  de  ABC  et  de  CDE.  Il  suffit  donc,  en  con- 
servant les  mômes  notations,  de  changer  r en  i — r.  Les 
deux  inconnues  CD  = x,  CE  = y se  déterminent  au 
moyen  des  équations 

xy  ={i~r)ab, 
x'  — 2/(.rcosa=j’  — 2A>'cos6. 
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STABILITÉ  D CN  COUPS  FLOTTANT. 

. 730.  Un  corps  solide  étant  plongétlans  un  liquide,  le 
centre  de  gravité  G de  ce  corps  et  celui  H de  la  partie 
immergée  doivent  être  sur  une 
môme  verticale  perpendiculaire 
au  plan  de  flottaison  ABCD, 
Supposons  que  l’on  écarte  un 
■ peu  le  corps  de  sa  position  d’é- 
quilibre et  que  tous  ses.  points 
reçoivent  de  petites  vitesses';  Soit 
A'B'C'D'  la  section  faite  dans 
le  corps  par  le  nouveau  plan  de  flottaison  ; le  premier 
• étant  venu  en  ABCD.  • 

Par  le  centre  de  gravité  I de  la  section  ABCD  menons 
un  plan  AB"  CE)",  parallèle  au  plan  horizontal  A' B' C'D' 
et  qui  coupe  ABCD  suivant  la  droite  AIC.  Désignons  par 
0 l’angle’des  deux  plans  ABCD,  AB"CD",  et  par.  ^ la  dis- 
tance du  point  1 au  plan  A'B'C'D',  cette  distance  étant 
positive  ou  négative  suivant  que  le  point  I est  situé  au- 
dessous  ou  au-dessus  du  niveau  du  liquide.  ' ' . 

Pour  résoudre  la  question  de  stabilité,  nous  ferons 
usage  du  principe  des  forces  vives.  Un  élément  de  massé 
dm  du  corps  flottant  est  sollicité  par  son  poids  gdm,  force 
verticale.  La  partie  du  corps  plongée  dans' le  liquide  est 
soumise,  en  'outre,  à la  poussée,  qui  équivaut  :^u  poids 
du  liquide  déplacé,  et  qui  agit  verticalement  au  centre 
de  gravité  du  liquide  dont  le  corps  occupe  la  place,  en 
sens  contraire  de  la  pesanteur.  La  poussée  du  liquide  peut 
donc  être  remplacée  par  de  petites  forces  verticales,  en 
appliquant  à chaque  élément  de  masse  dm  situé  au-des- 
sous du  niveau  une  force  égale  et  contraire  au  poids  du 
volume  d’eau  dont  cet  élément  de  ma»c  tient  l.a  place. 

' Cette  dernière  force  est. gpdu,  en  appelant  du  le  volume 
occupé  par  l’élément  et-p  la  densité  du  fluide.  La  ré- 
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sultante  de  toutes  ces  petites  forces  est  la  même  que  celle 
des  pressions  exercées  par  le  fluide  sur  la  surface  iin-‘ 
mergée  du  corps  flottant.  Ainsi,  pour  chaque  point  maté- 
riel dm  de  ce  corps,' les  composantes  X,  Y,  Z de  la  force 
motrice- sont 

X = O,  Y = o,  7j:=gdm  ou  gdm — gpdv, 

selon  que  la  molécule  dm  est  au-dessus  ou  au-dessous  du 

niveau  du  fluide.  Donc  on  a,  ^.<51  étant  la  somme  des 

quantités  de  travail  des  forces  motrices  dans  le  temps 
écoulé  t,' 


ou 

{') 


? = 2 Jdi'^gdm  — 7.  Jdz'^g\di>, 

? — 2g- 


la  première  somme  2 comprenant  toute  lîi  masse 

du  corps  et  la  seconde  seulement  la  partie  plongée.  On  a 
donc,  d’après  le  principe  des  forces  vives  et  u désignant 
la  vitesse  de  la  molécule  dm. 


(2) 


= C i{^g'^zdm  — gp'^zd^- 


Or  zdm  =.  Mz, , M étant  la  masse  du  corps  et  z,  le  z 

de  son  centre  de  gravité  G.  D’ailleurs  M=  Vp,  V étant 
le  volume  de  la  partie  immergée,  quand  le  corps  est  en 
équilibre.  On  a donc  • 


(3) 


= Mz,  = VpZ|. 


11  faut  maintenant  calculer  ^ zdv.  Partageons  cette 
somme  en  deux  parties,  l’une  relative  à la  partie  ABCDL 
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du  volume  V limitée  à la  section  ABCD  et  l’autre  à la 
partie  comprise  entre  ABCD  et  A^B'C'D'.  La  première , 


est  égale  à V z 


' z'  étant  le  z du  centre  de  gravité  H de 


la  masse  totale  du  fluide.  Èn  désignant  par  k la  se- 
conde, on  a 


(4) 


2 u'dm  = C -4-  2gVp(Zi  - 


2ffp4. 


Or  soit  GH  = a.  Si  l’on  projette  cette  droite  sur  la  ver- 
ticale du  point  G,  on  voit  que  z,  — z'  = zç.  a cos  ô,  sui- 
vant que  H est  au-dessus  ou  au-dessous  de  G.  11  faut 
maintenant  calculer  k. 

Considérons,  à cet  effet,  un  élément  de  surface  dX,  en 
un  point  m,  sur  la  section  ABCD  et  projetons-le,  par  un 
petit  cylindre  vertical  mm\  sur  le  plan  de  flottaison 
A'B'C'D'.  Sa  projection  est  dX  cos  9.  Pour  calculer  dk  ou 

la  partie  de  ^ zdv  relative  à ce  petit  cylindre,  décompo- 

sons-le  en  une  infinité  d’éléments  par  des  plans  liorizon- 
taux.  On  aura  pour  l’un  d’entre  eux 

rfu  = rfz  rffi  cos  0 , zdv  ■=  zdz  d\  co%f). 

Donc,  en  posant  mm'=jr, 


dk=  Ç’^ 
Jo 


v’ 

zdzd\  cos  Q — — rfi  cosO. 
2 


On  peut  éxprimerjy  en  fonction  de  p et  de  9.  En  effet, 
abaissons  mn  — l perpendiculaire  sur  Ac.  Si  l’on  projette 
mn  sur  mm',  on  a mm'  ou  y — mr=  ^ lûnQ, 
l étant  positive  ou  négative  suivant  que  mn  est  au-des- 
sous ou  au-dessus  de  AC.  Donc 


= - ( !;  -t-  / sin  9)’  d\  cbs  9 


ou 


dk  =.  -î.  Ç'  cos  -f-  Ç sin  0 cos  0 . Wà  -) — sin’  0 cos  0 . Pd'ï . 
2 . 2 
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On  aura  donc 

^ — ^ -i-Çsinecos  9 -f-^sin’9cos9^  / VA, 

expressions  où  toutes- les  sommes  s’étendent  à tous  les 
éléments  de  la  seetion  ABCD.  Soient  b l’aire  ABCD  et 
le  moment  d'inertie  de  cette  section  par  rapport  à AIC.  ' 
On  a 


Donc 

/ = - 6 Ç’  cos  6 -f-  - fl  sin’  0 cos  0. 
2 2 

/ 

t 

Substituant  dans  l’équation  (4),  on  a 


u'ffni  = C zp'2^V(>a  cosO  — g'piÇ’cosO  ’ 

— g-pH  sin’0  cos  0 4- e. 

Nous  ajoutons  e,  parce  que  dans  le  calcul  de  A nous 
avons  pris,  au  Heu  du  volume  ABCDA'B'C'D',  celui  d’un 
cylindre  vertical  ayant  pour  base  ABCD  et  limité  au  ' 
plan  A'B'C'D'  : de  sorte  que  £ est  un  inliniriient  petit  du 
troisième  ordraj  au  moins. 

Maintenant  6 et  ^ étant  des  quantités  très-petites,  on 

0’ 

peut  négliger  6’  et  Ç*,  et  remplacer  cos  0 par,  i j siiiÔ 

par  9.  En  désignant  par^  c la  constante  C zp  ^g\ pa, 
l’équation  (5)  devient  , ' • 


(6)  '^u‘dm  c — gpbV  — gpjfilipVa)  0’ -t- e. 

On  détermine  à d’après  l’état  du  corps  flottant  à l’ori- 
gine du  mouvement.  On  sùppose  connues  les  valeurs  ini- 
tiales de  ^ et  de  6,  ainsi  que  les  vitesses  initiales  de  tous 
les  points  du  corps.  Comme  toutes  ces  quantités  peuvent' 
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'être  prises  aussi  petites  que  l’on  veut,  il  en  résulte  que 
la  constante  c peut  être  supposée  aussi  petite  qu'on 
' voudra. 

731.  Pour  déduire  de  l’équation  (2)  les  conditions  de 
stabilité  de  l’équilibre  du  corps  flottant,  il  faut  distinguer 
deux  cas.  ‘ , • 

Eti  premier  lieu,  si  le  centre  de  gravité  G du  corps  est 
au-dessous  de  celui  du  fluide  déplacé  H,  l’équilibre  est 
toujours  stable.  En  effet,  l’équation  (2)  est  alors 

II' dm  = c — — g'pf  “ -l-  V n ) 0“  -f-  e . 

La  valeur  de  c qu’on  détermine  d’après  les  valeurs 
initiales  de  y..  9,  qu’on  suppose  très-petites,  est  positive 

et  très-petite.  Les  quantités  ^ et  0 ne  peuvent  pas  croître 
assez  pour  quela  somme  + ^ ")  devienne 

plus  grande  que  2c;  car  si  cette  somme  devenait  égale  à 
2c,  la  quantité  e étant  au  moins  du  troisième  ordre,  le 
second  membre  de  l’c^juation  précédente  serait  négatif  et  - 

on  aurait  dm  <[o,  ce  qui  est  absurde.  Il  en  résulte 

que  dans  le  mouvement  du  système  on  a toujours 

'<\/^’  ' <\/ TKii'îTi 

S /- 

On  pourrait  démontrer  de  la  même  manière  qu’on  a 
^ V^^p(f*  + Vn)’ 

i étant  un  nombre  quelconque  plus  grand  que  l’unité. 

Donc,  comme  c est  une  quantité  positive  très-petite  et 
aussi  petite  que  l’on  veut,  les  valeurs  dts  variables  ^ et  0 
resteront  toujours  très-petites  et  par  conséquent  le  coi'ps 
s’éloignera  fort  peu  de  sa  position  d’équilibre. 
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73‘2.  Quant  le  point  G est  au-dessous  du  point  H,  l’é- 
(|uaiioD  (2)  est 

«’  dm  = c — gp  — ê'pfp  — Vfl)0’-t-s. 

La  valeur  de  c reste  positive  si  l’on  a p]>  V a,  à l’ori- 
gine du  temps.  Si  [x  ou  le  moment  d’inertie  de  l’aire  ABCD 
par  rapport  à la  droite  AIC  reste  plus  grand  que  Va  à 
toute  époque,  on  verra  comme  précédemment  que  9 et  ^ 
resteront  toujours  extrêmement  petites  et  l’équilibre  sera 
stable.  Il  faudra  dans  ce  cas  que  le  moment  d’inertie  de’ 
la  section  ABCD,  par  rapport  à une  droite  quelconque 
passant  par  son  centre  de  gravité,  I soi  t plus  grand  que  Va, 
parce  que  dans  le  déplacement  iiiBniinent  petit  du  corps 
l’intersection  des  plans  ABCD  et  AB"CD"  peut  prendre 
toutes  les  positions  possibles  autour  du  point  I.  Donc  il 
faut  et  il  suffit  que  Va  soit  moindre  que  le  plus  petit 
moment  d’inertie  de  la  section  ABCD,  par  rapport  à toutes 
les  droites  qu’on  peut  y mener  par  le  point  I.  La  ligne 
qui  correspond  à ce  moment  d’inertie  minimum  est  ordi- 
nairement connue.  Par  exemple,  dans  un  vaisseau,  c’est 
la  droite  qui  va  de  la  proue  à la  poupe.  C’est  par  rapport 
à cette  lignequ’il  faut  calculer  le  moment  d’inertie  de  la 
section,  et  s’il  est  plus  grand  que  Va,  l’équilibre  sera 
stable.  Si  ^ devenait  moindre  que  Va.,  l’équation  (2) 
ne  ferait  rien  connaître  relativement  à la  stabilité  de  l’é- 
quilibre, parce  que  le  second  membre  n’étant  pas  néces- 
sairement négatif  à une  époque  quelconque,  on  ne  tombe 
pas  sur  la  conséquence  absurde  que  la  somme  des  forces 
vives  devienne  négative,  en  supposant  que  p et  0 croissent 
indéfiniment. 

DU  MÉTACENTBE. 

733.  Soit  s un  corps  solide  flottant.  Lorsqu'il  est  en 
équilibre,  on  sait  que  son  centre  de  gravite  G et  celui  H 
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du  volume  de  liquide  déplacé  sont  sur  une  même  perpen- 
diculaire au  plan  de  flottaison  ABCD.  Supposons  que  ce 
Fia.  'SS.  corps  soit  symétrique  par  rap- 

\ port  à un  plan  vertical  BLD, 

^ \ lequel  contient  alors  la  droite 
• \ ^ \ »'  KGH.  Imaginons  qu’on  dé- 

I range  un  peii  ce  solide  de  sa 

• \ b/1  / position  d’équilibre,  tout  en 

maintenant  vertical  le  plan 
y ^ ^ BDG.  ’ Ce  plan  contiendra 

donc  toujours  le  centre  de  gravité  de  la  masse  fluide  dé- 
placée. Soit  à un  instant  quelconque  A' B'  C'  D' la  section 
de  niveau.'  Le  centre  de  gravité  du  fluide  déplacé  , 
A'B'C'D'L  est  un  certain  point  H'  et  le  corps  peut  être 
regardé  comme  se  mouvant  par  l’action  de  deux  forces  : 
son  poids  P appliqué  à son  centre  de  gravité  G et  la 
poussée  dufluide  qui  s’exerce  en  sens  inverse  suivant  H'M. 
Le  point  M où  la  verticale  H'M  rencontre  la  droite  KGH 
est  ce  qu’on  appelle  le  métacentre.  Pour  avoir  le  mouve- 
ment du  centre  de  gravité,  il  faut  ((><J0)  supposer  toute 
la  masse  du  corps  réunie  en  ce  point  et  y supposer  appli- 
quées les  deux  forces  verticales  dont  nous  venons  de 
parler.  Elles  se  réduiront  à une  seule  égale  à leur  diffé- 
rence. Si  le  volume  de  liquide  déplacé  est  toujours  égal  à 
celui  que  le  corps  déplace  dans  sa  f)Osition  d’éqnilibre, 
ces  deux  forces  sont  égales  et  contraires,  et  alors  le  point 
G devra  rester  immobile,  pourvu  que  le  corps  n’ait  pas 
reçu  de  vitesse  initiale.  On  aura  ensuite  le  mouvement 
de  rotation  autour  du  centre  de  gravité  en  le  supposant 
fixé,  ce  qui  détruira  le  poids  du  corps,  et  la  poussée  du 
fluide  appliquée  en  M le  fera  tourner  autour  d’un  axe 
horizontal  passant  par  G et  perpendiculaire  au  plan  de 
sytnélrie  BLD.  Mais  ici  il  faut  disiingtier  plusieurs  cas. 

Si  dans  ce  mouvement  le  métacentre  reste  toujours 
au-dessus  du  point  G,  sur  la  droite  HGK,  la  poussée  du 
fluide  tendra  constammeril  à ramener  cette  droite  dans 
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la  position  verticale  qui  répond  à l’équilibre  du  corps. 
Donc  cet  équilibre  est  stable. 

Si,  au  contraire,  le  métacenlre  est  constamment  au- 
dessous  du  centre  de  gravité,  la  poussée  du  fluide  tendra 
à éloigner  la  droite  RGH  de  la  verticale,  et  l’équilibre 
du  corps  sera  instable. 

Enfin,  si  le  métaceiitre  peut  être,  tantôt  au-dessus, 
tantôt  au-dessous  du  centre  de  gravité,  la  considération 
seule  du  métacentre  ne  fait  plus  rien  connaître  relative-- 
ment  à la  stabilité  de  l'équilibre  du  corps  flottant. 

DE  LA  MESURE  DES  HAUTEURS  PAR  LE  BAROMÈTRE. 

■734.  La  hauteur  de  la  colonne  de  mercure  dans  le  ba- 
romètre indique  la  pression  exercée  par  l’air  atmosphé- 
rique dans  le  lieu  où  l’on  observe.  Cette  pression  dimi-- 
nue  quand  on  s’élève  verticalement.  Il  faut  chercher  la 
loi  de  sa  variation  en  fonction  de  la  hauteur  verticale  à 
laquelle  on  s’élève. 

La  pression  ou  force  élastique  de  l’air  dépend  dè  sa 
densité  et  de  sa  température,  en  vertu  de  la  loi  de  Ma- 
riotte  et  de  celle  de  Gay-Lussac.  Si  l’air  et  différents  gaz, 
soumis  à une  pression  constante  et  la  même  pour  tous, 
sont  placés  dans  une  enceinte  dont  la  température  varie, 
l’observation  prouve  que  tous  ces  fluides  se  dilatent  égarlc- 
ment  pour  des  augmentations  égales  de  température,  in- 
diquées par  les  degrés  du  thermomètre  à mercure.  La 
dilatation  de  l’air  qui  correspond  à chaque  degré  du 
thermomètre  centigrade  est  de  o,oo366.  Elle  est  à peu 
près  la  même  pour  tous  les  gaz,  ainsi  que  pour  les  va- 
peurs. 

Soient  CT  la  force  élastique  de  l’air  et  D sa  densité  à la 
température  zéro  ; la  pression  restant  la  même,  soit  D' la 
densité  de  l’air  à la  température  de  9 degrés.  La  masse  d’air 
à la  température  zéro  contenue  dans  l’unité  de  volume, 
étant  portée  à la  température  9,  occupera  un  volume  égal 
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à*  I + «6,  en  désigiiaiil  par  a le  coedicieiil  de  dilalalioii 
o,oo366  pour  chaque  dc>gré  d’accroissement  de  la  tempé- 
rature. Les  densités  étant  en  raison  inverse  des  volumes 
qu’occupe  la  même  masse,  on  aura  - ' ■ _ . 


(>) 


D 

I -f-  aB 


Supposons  ensuite  qu’on  fasse  varier  la  pression  sans 
clianger  la  température  0.  En  désignant  par  p la  nouvelle 
pression  et  par  p la  densité  correspondante,  on  aura,  d’a- 
près la  loi  de  Mariotte, 


En  remplaçant  D'  par  sa  valeur  et  faisant  ^ = /r,  on 
aura  la  formule 

(3)  /J  = X p (i -4- æS). 

On  pourrait  déterminer  k ,en  substituant  dans  cette  for- 
mule les  valeurs  de  p,  p et  0 obtenues  par  l’expérience 
directe;  mais  il  vaut  mieux  laisser  k indéterminé  dans 
les  calculs  qui  suivent. 

Nous  avons  dit  que  le  coefficient  de  ot,  dans  la  valeur  de 
P,  est  à peu  près  o,oo366;  mais  comme  la  quantité  de 
vapeur  contenue  dans  l’air  augmente  avec  la  température 
et  que  la  vapeur  a une  densité  moindre  que  l'air  sous  une 
même  pression,  la  densité  de  l’air  mélangé  de  vapeur, 
quand  la  température  s’élève,  la  pression  w restant  la 
même,  doit  diminuer  un  peu  plus  que  ne  l’indiquerait  la 
formule  précédente.  Pour  avoir  égard  à cette  circonstance, 
on  augmente  le  coefficient  a,  et  l’on  prend  a = o,oo4. 

73o.  Cela  posé,  nous  pouvons  établir  l’équation  d’équi- 
librcdela  masse  atmosphérique  qui  s’étend  au-dessus  de  la 
surface  de  la  terre.  En  désignant  par  z la  hauteur  d’un’ 

point  tpielconque  de  ralmosphêrc  au-dessus  de  la  Surface 
/ ' ’ ’ ' ■ > 
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terrestre,  par  p la  pression,  par  p la  densité  de  l’air  fcl 
par  g'  l'inieusité  de  la  pesanteur  en  ce  point,  on  aura 
l’équation  . 

(4)  . •' 

déduite  de  l'équation 

dp  = f[lüdx -y-Ydy + Zdz)  [~QZ). 

On  a égard  dans  celte  formule  à la  variation  de  la  pe- 
santeur; mais  ou  néglige  comme  insensibles  l’action  de 
la  force  centrifuge  qu’il  faudrait  combiner  avec  l’altrae- 
lion  de  la  terre,  ainsi  que  l’aUraction  de  la  masse  d’air 
ou  de  terre  comprise  entre  la  portion  plane  et  horizon- 
tale de  la  terre  qu’on  prend  pour  plan  des  xy  et  la  sur- 
face de  niveau  passant  par  le  point  que  l’on  considère  à 
la  hauteur  z.  Ou  a alors 


(5) 


g'" 


g étant  l’intensité  de  la  pesanteur  à la  surface  de  la  terre 
où  Z = O,  et  r le  rayon  terrestre. 

En  mettant  les  valeurs  de  s'  et  de  p = — ^ dans 

° ' i -t  aO 

l'é<iualion  (4)j  elle  devient 


(6) 


dp  , 

P 


dz 


-I-  aS)  (r-H  2)'  . 


Comme  on  ne  connaît  pas  9 en  fonction  de  5,  on  est  obligé 
de  donner  à 9 une  valeur  constante  égale  h la  moyenne 
ou  demi-somme  des  températures  de  l’air  aux  deux  sta- 
tions extrêmes  où  l’on  se  place  à des  hauteurs  diflerentes. 
On  trouve  alors,  en  intégrant, 


il) 


/(. 


aO) 


-f-  c. 


Pour  déterminer  la  constante  C,  soit  c la  pression  à la 
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Station  inférieure  où  l’on  a 2 = o.  On  aura 


1, 


d’oji 


(i  + a9)  r 


l”  = 


gr 


g 


P /-(l  + a9)  r+ï  A(l-Ha6 


Z 

14-  - 
r 


Le  logarithme  indiqué  est  pris  dans  le  système  népérien. 
Pour  passer  aux  logarithmes  ordinaires,  on  multiplie  par 
le  module  M = o,434294())  l ot*  ® 


(8) 


CI  Mg-  Z 

~ A (i  4-  «9) 


736.  Le  rapport  - peut  s’exprimer  au  moyen  des  hau- 


teurs du  mercure  dans  le  baromètre,  correspondant  aux 
pressions  a et  p.  Soit  h la  hauteur  de  la  colonne  baromé- 
trique pour  la  station  dont  la  hauteur  verticale  est  2,  et 
soit  T la  température  du  mercure,  qui  peut  être  diflférente 
de  celle  de  l’air  ambiant.  Soient  /i«  et  To  la  hauteur  et 
la  température  du  mercure  à la  station  inférieure.  En 
désignant  par  m et  la  densité  du  mercure  aux  tempéra- 
tures T et  To,  on  a 


p=z^mh,  z^z=gm,/u, 

d’où 

ü g m,  h„ 

p~  g'  m è ’ 

.■or  on  a 

i..—  + 

g'  ■ 

Le  mercure  se  dilatant  de  tle  son  volume  à o degré 
pmur  chaque  degré  d’accroissement  de  sa  température, 
devient  i + “ I*  température  T et  i 4-  A la 
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tempéralure  T,.  Les  densités  correspondantes  étant  en 
raison  inverse  de  ces  volumes,  on  aura 


«>0 

m 


T 

555Ô 


I -H 


555o 


T. 


T„— T 


555o 


555o  ^ 555o 


■ou,  à très- peu  près, 


T„— T 


555o 


On  aura  done 


ou* 

(9) 


ET  / Z\‘  h, 

-H’ 


en  posant,  pour  abréger. 


H est  dite  la  hauteur  corrigée;  c’est  celle  qu’aurait  la 
colonne  barométrique  si  la  température  du  mercure  à la 
station  supérieure  était  la  même  qu’à  la  station  infé- 
lieure. 


T,Vi . En  remplaçant  ^ par  cette  valeur  dans  la  for- 


mule (8),  elle  devient 

Ms- 


^ I — f-  et  ô ^ Z 

r 


= log  ^ -t-  9.log  ^1+ 


et  l'on  en  tire 
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L’inteusité  g de  la  pesanteur  à la  station  inférieure  varie 
avec  la  latitude.  Si  l'on  désigne  par  X la  latitude  de  la 
station,  et  par  G la  pesanteur  k Paris,  dont  la  latitude  est 
de  48°5o'i4'^  on  a 

L 

0 = 9,80896 
et 

G(i  — 0,007.588  cos 2).)  . ' 

^ I — 0,002588  cos  7(48" 5o' 14") 


La  formule  (10)  devient 


a (i  + O , oo4  9 ) 

1 — 0,002588  cos  2 X 


<8  cos  2 X \ r/ 

2log(.+  î)], 


en  posant 


a = [i  — 0,002588 cos 2(48° 5oG4”)]- 

. ■ On  pourrait  calculer  le  nombre  a d’après  les  valeurs 
connues  de  X,  m et  G;  mais  il  vaut  mieux  le  regarder 
comme  inconnu  et  le  déterminer  par  l’équation  même  où 
l’on  substituerait  à la  place  de  z une  ou  plusieurs  hau- 
teurs mesurées  par  les  procédés  irigonométriques.  On  a 
> trouvé  ainsi 


738.  On  peut  calculer  z par  la  formule  qui  précède-,  en 

négligeant  d’abord  dans  le  second  membre  la  quantité 

qui  est  très-petite.  On  a ainsi  une  première  valeur  appro- 
chée de  « ; ■ 

^ a(i -t- o,oo4  9) 

' ' i — 0 ,002588  cos  2 X Il 

On  aura  une  seconde  valeur  plus  rapprochée  z,,  en  sub-  ^ 
stituant  cette  première  valeur  z,  à la  place  de  z dans  le 
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second  membre.  On  pourrait  continuer  ainsi  ces  approxi- 
mations successives  5 mais  on  s’arrête  ordinairement  à la 
seconde  valeur. 

Lorsque  z n’est  pas  très-grande,  on  néglige  entièrement 
- dans  la  formule;  mais  alors  il  faut  augmenter  le  nom- 
bre a.  M.  Ramond  a conclu  d’un  grand  nombre  d’obser- 
vations faites  dans  le  midi  de  la  France,  a = iSdpd,  et  il 
a adopté  pour  les  latitudes  peu  difi'éreiites  de  45°  la  for- 
mule très-simple 

Z = i83i)3  {1 -1- o ,004  0)  log 
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CINQUANTE-SIXIÈME  LEÇON. 

MOUVEMENT  DES  FLUIDES.  ‘ ^ 

Équations  générales  du  mouvement  des  fluides.  — Mouvement  dans  une 
hypothèse  ^particulière.  — Mouvement  permanent  d'un  fluide. 


ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DU  MOUVEMENT. 

739.  Les  équations  d’équilibre  des  fluides  sont  fondées 
sur  la  propriété  qu’ils  ont  de  transmettre  également  en 
tous  sens  les  pressions  appliquées  à leur  surface,  et  sur 
celle  d’exercer  sur  chaque  élément  de  surface  autour  d’un 
point  quelconque  de  leur  masse,  en  vertu  des  actions 
moléculaires,  une  pression  égale  en  tous  sens  et  normale 
à l'élément  de  surface  qui  le  supporte.  Certains  faits 
semblent  indiquer  que  cette  dernière  propriété  n’a  pas 
toujours  lieu  quand  le  fluide  est  en  mouvement,  c’esÇ- 
à-dire  que  la  pression  peut  n’être  pas  normale  à l’élé- 
ment sur  lequel  elle  s'exerce,  ni  être  la  même  dans  toutes 
les  directions  autour  d’un  même  point.  Cependant  on 
peut  admettre  que  cette  propriété  des  fluides  a encore 
lieu,  quand  le  mouvement  n’est  pas  très-rapide,  les  expé- 
riences s’accordant  assez  bien  avec  les  résultats  qu’on  dé- 
duit de  cette  hypothèse. 

Quand  on  veut  déterminer  le  mouvement  d’un  système 
de  points  dans  l’espace,  on  se  propose  ordinairement  de 
trouver  des  équations  qui  servent  à exprimer  les  coor-’ 
données  de  chaque  point  en  fonction  du  temps.  Mais,  au 
lieu  de  suivre  dans  son  mouvement  une  seule  et  même' 
II. 
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molccîile,  il  est  plus  avantageux  de  déterminer  la  vitesse 
de  la  molécule  fluide  qui,  au  bout  d’un  temps  quelconque, 
passe  par  im  point  pris  à volonté  dans  l’espace  occupé 
par  le  fluide,  ainsi  que  la  pression  et  la  densité  du  fluide 
en  ce  même  point,  qui  reste  fixe.  Soient  x,  y,  z les  coor- 
données d’un  point  m\  p la  masse  de  la.nïolécule  fluide 
qui  se  trouve  au  point  fn  après  le  temps  i.  Désignons  par 
X,  Y,  Z les  composantes,  rapportées  à l’unité  de  masse, 
de  la  force  qui  agit  sur  la  molécule  p.  Les  composantes  de 
la  force  motrice  seront  Xp,  Yp,  Zp.  Il  faudra  cinq  équa- 
tions pour  déterminer  les  composantes  u,  e,  w de  la  vi- 
tesse du  point,  sa  pression  p et  sa  densité  p. 

740,  Le  principe  de  d’Alembert  fournit  d’abord  trois 
équations.  Soient  it'  Jt,  v' dt,  dt  les  accroissements  de 
«,  r<,  tv,  lorsque  le  temps  t augmente  de  dt.  Les  compo- 
santes de  la  force  perdue  sont  (X  — (Y  — 

(Z  — w') p,  cl  celles  de  la  force  elTeclive  ^ p,  ^ p- 
' ' ‘ dx  dy'  dz 

Donc,  d’après  les  équations  d’équilibre  des  fluides,  on  aura 


(■) 


dp 


dy 


Pour  obtenir  e',  le',  on  doit  différentier  u,  r,  iv, 
en  regardant  x,  y,  z comme  des  fonctions  de  t,  dont 
les  accroissements  sont  udt,  vdt,  wdt,  en  sorte  que 
dx  udt,  etc.  On  aura  donc 


Tt' 

dv 

Tt' 

dur 

Tt 


du 

dx 

dv 

dx 

dw 


du 

dv 


du 


dv 

-f-  IV  , 

dy  dz 

div  dtv 

u — f-  r 1-  II»  , 

dx  dy  dz 
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et,  par  consé(|ueiit, 


V ' 

(tu 

du 

du 

du 

tlx 

' (h 

‘^Tr 

■1  dr 

w — , 
du 

Y _ 

dv 

dv 

dv 

dv 

dy 

■ ~di  "" 

“ Tx 

'Il 

2 _ 

(Uv 

du' 

dtv 

dw 

dz 

“T*” 

“ dx 

dr 

"’lfz 

741.  Il  reste  encore  à trouver  deux  équations  d’équi-  - 
libre  ou  une  seule  si  p est  constante.  Nous  trouverons 
, cette  •équation  en  exprimant  que  le  fluide  est  continu. 

Concevons  dans  l’espace  occupé  par  le  fluide  un  petit 
parallélipipède  me  (Jig.  i8o,  p.'aSô).  A chaque  instant 
une  partie  du  fluide  sort  de  ce  volume,  et  une  autre  y 
entre.  La  masse  du  fluide  contenue  dan.s  ce  parallélipi- 
pède, au  temps  t,  devient  ^ dxdydz 

au  temps  t-\-dt.  L’accroissement  de  masse  est, donc’ 
dt. dxdydz.  En  vertu  du  mouvement  il  passe  par  la 


face  dydz  une  tranche  fluide  pudtdydz.  11  passe  par 
la  face  apposée  une  masse  i^pu  4-  • dydz.  L’ex- 


,cès  de  la  quantité  qui  entre  sur  celle  qui  sort  est  donc 
— g, J supposant  pu  constant  dans  toute 


l’étendue  de  la  face  mabgel  de  sa  parallèle.  Or  cette  sup- 
position est  permise,  car  si  l’on  considère  deux  points* A 
et  h pris  sur  les  faces  md  et  ae,  la  difl’érencc  des  valeurs 
de  P U en  ces  deux  points  surpasse  la  différence  des  valeurs 
de  pu  aux  points  m et'a  d’une  quantité  infiniment  petite 
par  rapport  à elle-mêfrae.  On  obtiendrait  des  expressions 
analogues  pour  les  quantités  de  fluide  acquises  par  les 
autres  faces.  En  exprimant  que  l’accroissement  total  de  la^ 

masse  est  égal  à ^ dxdydz  et  divisant  par  dxdydzdl,  on 


3i4 

aura  donc 
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^4} 


'le 


d.fu  d.pv  d.ftv 


dx 


dr 


dz 


Cette  équation  eat  connue  soüs  le  nom  à'équation  de 
continuité. 

/• 

742.  Si  la  densité  du  fluide  est  constante,  ce  qui  arrive 
pour  les  liquides  homogènes  et  incompressibles,  l’équa- 
tion précédente  devient 


du 

dx 


dv 

dy 


du> 

dz 


= O. 


Elle  juffit  avec  les  équations  (3)  pour  déterminer  toutes 
les  inconnues  en  fonction  de  x,  y,  z,  t.  j 

743.  Si  le  fluide  est  incompressible,  maisnonbomogène, 
la  densité  de  chaque  molécule  est  invariable  dans  le  cours 
de  son  mouvement  ; mais  elle  varie  à chaque  instant  avec 
' le  temps  dans  un  point  déterminé  et  fixe  m.  La  densité  p 
au  point  m sera  donc  une  fonction  des  coordonnées  de 
ce  point  et  du  temps;  mais  on  peut  considérer  momenta- 
nément X,  y,  Z comme  représentant  les  coordonnées 
d’une  même  molécule  dans  son  mouvement.  Ces  coor- 
données deviennent  fonction  de  t,  et  leurs  dérivées  par 
rappwrt  à cette  dernière  variable  sont  respectivement  u, 

w.  En  dillérentiant  la  valeur  de  p sous  ce  point  de  vue, 
on  aura  donc 


(5) 


dp 

dt 


dp  dp  dp 

dx  dy  dz 


En  vertu  de  cette  relation,  l'équation  (4)  revient  aux 
deux  suivantes  ; ■ 


(6) 

(7) 


dp  dp 

-J-  + tt  -7^-  H-  <- 
dt  tlx 

du  dv 

dx  dy 


d 0 dp 

dw 
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qni,  jointes  aux  équations  (3),  serviront  à déterminer  les 
cinq  inconnues  û,  w,  w,  p,  p en  fonction  de  x,  z,  t. 

744.  Dans  le  cas  d’un  fluide  élastique  et  compressible , 
comme  l’air,  on  aura  encore  cinq  équations  en  joignant 
aux  équations  (3)  et  (4)  la  relation  p — hp  qui  existe, 
entre  la  pression  et  la  densité,  le  coefficient  k ne  dépen- 
dant que  de  la  température  de  la  masse  gazeuse. 

745.  Ces  équations  suffisent  pour  déterminer  le  mou- 
vement si  le  fluide  est  indéfini  et  si  Ton  connaît  son  état 
initial,  n’est-à-dire  les  valeurs  de  u,  w,  w,  p,  p en  fonction 
de  x,y,  Z et  pour  t = o.  Mais  si  le  fluide  est  terminé,  il 
faut  y joindre  des  conditions  particulières.  On  suppose 
que  les  molécules  en  contact  avec  une  paroi  fixe  ou  mo- 
bile y restent  indéfiniment  et  que  les  molécules  qui  ap- 
partiennent à la  surface  libre  ne  cessent  jamais  d’en  faire 
partie.  Soit  x,  y,  z)  = o l’équation,  d’une  surface 
sur  laquelle  un  point  du  fluide  doit  toujours  demeurer. 
On  a 

/"(<-+- rff,  x-\-ut,  jr'+vdt,  Z fvdt)  = O , 


équation  qui  exprime  que  la  molécule  sera  encore  sür 
cette  surface  au  bout  du  temps  t ■+■  dt,  et  qui  donne 


dt  ~ 


df  df 


■df 

• <V  — =0. 
dz 


Si  la  paroi  est  fixe,  ^disparaît,  et  l’équation  se  rédui- 
sant à 


dy" 


f- 


montre  que  la  vitesse  du  point  est  à chaque  instant  diri- 
gée suivant  une  tangente  à la  surface. 

Tl  reste  à considérer  la  surface  libre  du  liquide,  ordi- 
nairement soumise  à une  pression  t?  qui  est  la  même  poür 
*^tous  les  points,  mais  qui  peut  varier  avec  le  temps.  On 


r ■ 
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aura  pour  celle  surface  p — u = o,  d’où 

dp,  dp  dp  -dp  dn 

dt  d.r  dr  dz  dt 

équaiioD  qui  détermine  cr. 

746.  On  a considéré  jusqu’ici  x,  y,  z comme  étant  les 
coordonnées  d’un  point  déterminé  pris  à volonté  dans  l’es- 
pace occupé  par  la  masse  fluide.  SI  l’on  veut  obtenir  le 
mouvement  d’une  mplccule  particulière,  ses  coordonnées 
X,  y,  Z cesseront  d’étre  des  variables  indépendantes. 
Elles  dépendent  du  temps,  et  pour'  les  connaître  il  fau4ra 
intégrer  les  équations  simultanées. 


après  y avoir  remplacé  «,  r>,  iv  par  leurs  valeurs  générales 
en  fonction  de  x,  y,  z obtenues  comme  on  l'a  dit  précé- 
■ * demment.  Les  valeurs  de  x,  y,  z renfermeront  comme 
constantes  arbitraires  les  coordonnées  Initiales  de  la  mo- 
lécule. 

7-47.  Lorsque  u,  e,  sont  telles,  que  l’on  ait  _ . 

«rfx  -P  vdy  + wdz  =.  dtf, 

\dx + ^dyy-Zdz=d\,'  , 

•'  ou  a (746)  ^ 

1 dp  d\  d’tf  dif  d^^  d(f  rf’ y d^  rf’ç 

f dx  dx  dxdt  dx  dx'  djr  dxdy  dz  dxdz' 

I dp  dV  ç di^  d’^a/  difd’^  dif  d^if 

P djr  dy  dy  dt  dx  dxdy  dy  dy'^  dz  dy  dz  ' 

I dp  dS  d'^tp  dp  d^p  dp  d'^p  dp  rf’ip 

P dz  dz  dz  dt  dx  dz  dx  dy  dy  dz  dz  dz' 

d’où,  en  multipliant  par  <fx,  dy,  dz  et  ajoutant,  on  a - 
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Les  difTéremielles  sont  prises  par  rapport  à x,  j,  z sans 
faire  varier  t.  • • . ' . 

Si  le  fluide  est  homogène,  on  a* 

■ -rT=:’  ' "■  ' 

et,  en  intégrant  l’équation  précédente,  - . ’ 

Il  faut  y joindre  l’équation 


• 

. <U 


"(/ÿ)  ■'(fS) 


qui  devient,  pour  un  fluide  incompressible, 

‘ f/*©  * (1^  O 

l'-J 1 _j 1 — O. 

d.v‘  (iy*  (Iz* 


MOUVEMENT  D UN  FLUIDE  DANS  UNE  'HYPOTHESE 

I . pa'rticulièue. 

748.  Quand  un  liquide  homogène  est  renfermé  dans 
un  vase  et  s’écoule  par  un  orifice  horizontal  pratiqué  au 
fond  du  vase,  l’expérience  montre  que  les  molécules  si- 
tuées dans  une  même  tranche  horizontale  à un  certain 
/ ^ 

instant,  y restent  constamment  tant  qu’elles  ne  sont  pas 
très-voisines  de  l'orifice  : en  d’autres  termes,  les  tranches 
horizontales  infiniment  minces  se  remplacent  successive- 
ment eu  demeui’ant  parallèles  à elles-mêmes.  On  peut 
pégliger  les  vitesses  horizontales,  lorsque  les  sections  va- 
rient peu  dans  toute  l’étendue  du  vase  et  que  leurs  di- 
mensions sont  très-petites  par  rapport  à la  hauteur.  Il  n’y 
a plus  alors  que  deux  inconnues,  la  vitesse  verticale  d’une 
tranche  et  la  pression,  à déterminer  en  fonction  de  la' 
distance  de  la  tranclie  h un  plan  horizontal  et  du  temps. 
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Prenons  l’axe  des  x vertical  et  dans  le  sens  de  la  pesan- 
teur. En  conservant  les  notations  du  n°  739,  nous  aurons 

X Y = o,  Z = O.  . 

L’équation  ^ = p (X — u')  (740)  deviendra 


(0 


dp  [ du  du  \ 


et  les  deux  autres  équations  (i)  du  n°  740  se  réduiront  à 


car  on  a -, 

Y = o,  «'^o,  Z = o,  w'  = o. 

On  exprimera  bien  simplement  l'hypothèse  du  paral- 
lélisme.des  tranches  en  égalant  la  quantité  de  liquide 
qui  passe  par  une  tranche  quelconque  à celle  qui  sort 
par  l'orifice  pendant  le  temps  dt.  Soient  u la  section  do 
la  tranche  à la  hauteur  x,  il  l’aire  de  l’orifice  et  ü la  vi- 
tesse des  molécules  à cet  orifice.  Les  quantités  de  liquide 
qui  passent  par  les  aires  u et  Ü pendant  le  temps  dt  sont 
(ùudt  et  ilUJ<:  on  doit  donc  avoir 


(>) 


nü 

W 


Les  vitesses  u et  U se  rapportent  au  même  temps  t.  U est 
une  fonction  de  t seulement,  u une  fonction  de  x et  de  t. 
Eliminant  u entre  (i)  et  (a),  on  a 

,,,  dp'  I nrfU  n’U»rfw\  .. 

u 

et,  en  intégrant  par  rapport  à ar, 

,,,  „ rfU  rd.r;  a’U» 

(4)  p = c + — j 
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C est  une  quantité  indépendante  de  x,  mais  qui  peut  être 
une  fonction  de  r.  - 

Soient  P la  pression  constante  exercée  sur  la  surface 
supérieure  du  liquide  et  P'  la  pression  à l’orifice.  Ou  aura 
P = P'  si  tout  l’appareil  est  dans  le  même  milieu.  Soient 
h la  distance  du  niveau  au  plan  des  et  / la  distance  du 
niveau  à l’oriûce.  On  aura  p = V pour  x = h,  d’où 


C = P — gfh  +p 


20* 


en  appelant  O la  section  du  vase  à la  hauteur  du  niveau, 
et  par  suite 

(5)  p=P+gi>(^^A)-pa- 

Pour  X = A H-  / on^  ^ = P',  w = fi,  et  si  l'on  pose 

(6)  / - = ™,  P-P'  = gpS, 

Jh’^ 


il  vient 


rfU  I / n’\ 

+ U*. 


Mais  ici  nous  développerons  deux  cas,  suivant  que  le 
niveau  du  liquide  sera  constant  ou  variable. 

NIVEAU  CONSTANT. 

* V • 

749.  On  tire  de  l’équation  (6)  > . 


(7)  , 

en  posant 


2/»n<^U 


I — 2 §■(/  -+- 4)  — 4’. 
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■En  intégrant  l’équation  (7),  on  a 


toU  I + «U 

ko.  c V A — a U 


Si  l’on  suppose  les  vitesses  nullcs  pour  t = o,  on  aura 
c = I,  et  l’équation  résolue  par  rapport  à U devient 

A « t ♦ ' V 

le  I /• 

U = ^‘  " / 

a Ag t , • • . 

•- 

U étant-  déterminée,  on  connaitra  u par  l’équation 
U = et  P par  l’équation  (5). 

750.  La  valenr  de  U montre  qu’après  un  certain  temps, 
d’autant  plus  court  que  H est  plus  petit,  cette  quantité  sera  , 


sensiblement  constante  et  éi 


égale  à -•ou  à . /— 

“ V ■ 


û* 

ô= 


« et  P convei^ent  vers  des  limites  correspondantes. 

* . il 

Si  l’on  néglige  Ip  carré  — ? la  limite  de  la  vitesse 

sera  sj  ig[l  d)'ou  \j2  gl  quand  S se'ra  nul,  c’est-à-dire 
si  là  pression  extérieure  est  la  même  à l’orifice  et  au  ni- 
veau du  liquide.  Cette  vitesse  est  donc  la  même  que  celle 
qu’acquerrait  un  corps  pesant  en  tombant  dans  le  vide 
d’une  hauteur  égale  à celle  du  liquide  dans  le  vase.  Ce 
résultat  constitue  ce  qu’on  appelle  le  principe  de  Torri- 
celli.  ' . : • -,  ; 

751.  Quand  la  vitesse  U est  devenue  constante,  on  a 

' ' ' rfU  ■ . 

— =0,  ' 

dl  ■ - ' 

» \ 

^el  l'équation  (5)  se  réduit  à .• 

’ „ , ' n>U’  / ' ■ > \ ■ 


- i 
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orj  dans  l’élat  d’équilibre,  la  pression  serait  égale  à 
P + (a: — h)  : ellç  est  donc  moindre,  dans  l’état  de 

mouvement,  pour  les  se’ctions  telles  que  l’on  ait  w O, 
c’est-à-dire  pour  déliés  dont  l’aire  est  moindre  que  la  sur- 
face libre  du  liquide.  Elle  est  au  contraire  -plus  grande 
p'our  les  sections  dont  les  aires  sont  plus  grandes  que  O. 


7o2.  Le  volume  V du  liquide  qui  est  sorti  du  vase  au 
bout  du  temps  t s’obtient  en  intégrant  flUrft  entre  les 
limites  o et  t.  On  aura  " 


im 


k tt.t  k <Kt 

g 2 mû 


1 I 2 


û’  O* 


Au  bout''d’un  certain  temps,  on  pourra  négliger  la  se- 
conde exponentielle,  et  l’on  aura  Sensiblement,  en  met- 
tant pour  k sa  valeur  â), 


3.g(l  + ^ 2/>I  I 2 


Le  premier  terme  du  second  membre  est  le  volume  qui 
serait  sorti  si  la  vitesse  avait  été  dès  l’origine  égale  à sa 
limite.' 

NIVEAU  VARIABLE. 

753.  Dans  ce  cas  m et  O sont  des  fonctions  connues 
de  h par  l’équation  " i 

. h -H  l « U , 

* . • • * 

'a  désignant  la  distance  constante  de  l’oribce  à l’origine 
des  X.  Il  faudra  exprimer  que  la  quantité  de  liquide 
écoulée  dans  un  intervalle  de  temps  dt  est  égale  au  vo- 
lume compris  entre  les  deux  niveaux  correspondants  au 
commencement  et  à la  fin  de  cet  intervalle.  On  a ainsi 
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l’équatiou 

^_nU 

: dt  ~ o" 

L’équation  (6)  devient,  en  remplaçant  l par  a — -/i, 

• g [a  + S — h)  ■=  mil  + - tlU’ 

® ' ' dt  1 

En  éliminant  dt  entre  ces  deux  équations  et  posant 
U*  = a gz,  on  aura 

dz  • O / t I \ O , . ,, 

équation  linéaire  qu’on  sait  intégrer.  Lorsque  z sera 
connu  en  fonction  de  h,  on  connaîtra  U et  par  suite  t.  La 
quantité  de  liquide  écoulée  se  déterminera  en  calculant 
le  volume  du  vase  compris  entre  le  niveau  initial  et  le 
niveau  variable. 

754.  Si  l’orifice  fl  est  très-petit,  l’équation  (6)  se  ré- 
duit à 

V’  = 2g(/-^S), 

ce  qui  donne  pour  U la  vitesse  limite  que  nous  avons 
trouvée  pour  t = oo  . La  vitesse  que  donne  l’expérience 
est  moindre  que  celle  calculée  par  cette  formule,  dans  le 
rapport  de  0,62  à i,  rapport  à peu  près  constant. 

MOUVEMENT  PERMANENjr  d’uN  LIQUIDE. 

• 755.  Il  peut  arriver  qu'un  liquide  soit  animé  d’un 

mouvement  permanent,- c’est-à-dire  tel,  qu’en  un  point 
quelconque  la  pression  soit  toujours  la  même  et  que  la 
vitesse  de  chaque  molécule  qui  passe  par  ce  point  soit 
aussi  constante  en  grandeur  et 'en  direction;  d’où  il  suit 
que  des  molécules  qui  à des  époques  différentes  oc- 
cupent une  même  position  parcourert  la  même  trajec- 
toire d’une  manière  identique. 
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Le  principe  de  d’Âlembert  fournit  les  trois  équations 


{•) 


qui  expriment  que  les  forces  perdues  se  font  équilibre 
dans  la  masse  fluide;  p désigne  la  pression  en  un 
point  quelconque  m,  dont  les  coordonnées  x,  y,  z sont 
considérées  comme  des  variables  indépendantes.  La 
molécule  fluide  p qui  passe  par  ce  point  m,  au  bout  du 
temps  /,  a aussi  pour  coordonnées  x,  y ^ z à cette  épo- 
que; et  si  l’on  suit  cette  molécule  dans  son  mouve- 
.ment,  ses  coordonnées  deviennent  des  fonctions  du  temps 
et  prennent  après  le  temps  dt  qui  succède  au  temps  t des 
accroissements  qu’on  désigne  par  dx,  dy,  dz.  Les  com- 


d'x  d^y  d' z 


dO  dp  dt 


posantes  de  la  force  effective  sont 

étant,  «omme  nous  le  disons,  fonctions  de  t pour  la  mo- 
lécule mobile  que  l’on  considère,  ce  que  nous  suppose- 
rons toujours  dans  ce  qui  va  suivre. 

En  multipliant  les  trois  équations  (i)  respectivement 
par  dx,  dy,  dz,  on  obtient  /. 

, ■Idxd'' X + drd''r  + dzd‘‘z\ 
dp  = f{Xdx  + Ydy  -h  Zdz)  — p 


ou 


(2)  dp  = p (Xdx -h  Y dy -f- Zdz)  — ^d.v^. 

V est  la  vitesse  de  la  moléctile  p à l’époque  t où  elle  pas.se 
au  point  m,  et  dp  est  l’accroissement  de  là  pression  quand 
on  passe  du  point  m au  point  où  arrive  cette  molécule 
après  le  temps  dt,  la  pression  en  un  môme  point  étant_ 
toujours  indépendante  du  temps. 
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7o6.  Cette  équation  peut  s’appliquer  à un  liquide  pe- 
sant, dont  le  niveau  est  entretenu  à une  hauteur  constante 
et  qui  s’écoule  hors  du  vase  qui  le  contient  par  un  orifice 
pratiqué  à sa  partie  inférieure.  On  a pour  le  mouvement 
d’une  molécule -quelconque,  en  prenant  l’axe  des  * verti- 
cal et  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur, 

(3)  dp  — gadz -prf.p’. 

En  intégrant  entre  deux  points  quelconques  de  la  trajec-  ' 
toire  dont  les  distances  au  plan  des  xy  soient  Zo  et  z,  il 
vient 

i4)  — Z») ‘■J). 

po  et  étant  la  pression  et  la  vitesse  au  premicr'point, 

P et  r»  au  second. 

757:  Supposons  que  lâ  surface  supérieure  du  liquide  soit 
plane  et  soumise  en  tous  ses  points  à une  pression  égale 
et  constante  Po.  Si  nous  faisons  dans  l’équation  (3) 
z„  = o,  p,  = Pu,  le  premier  des  deux  points  que  l’on  con- 
sidère sera  pris  à la  surface  supérieure  dû  liquide,  et  l’on 
aura 

P — P.  = g-pz  - ^p(r>-r;). 

Si  le  vase  est  percé  d’un  petit  orifice  à la  partie  inférieure 
à une  distance  h au-dessous  du  niveau  supérieur,  on  peut 
admettre  que  tous  les  j>oints  qui  passent  par  cet  orifice 
ont  la  même  vitesse  u,  en  sorte  que  pour  x — h il  n’ÿ 
ait  qu’une  valeur  de  e.  En  désignant  par  P la  pression  . 
extérieure  qui  s'’exerce  à l’orifice,  on  aura 

P — P.  = gpA  — i p(r’_r;) 

v'— v\  — 7.g{h-y  k). 
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en  posant  P, — P = h devant  être  positive  ou  né- 

gative suivant  que  P est  plus  petite  ou  plus  grande  que  P„. 

On  voit  que  la  vitesse  i»,  doit  être  la  même  pour  toutes 
les  molécules  situées  à la  surface  supérieure  du  liquide. 

Soit  w l’aire  de  l’orifice  et  fî  l’aire  de  la  section  du 
vase  par  le  plan  du  niveau  supérieur  : on  a 

uvdt  — Clv,df, 


car  la  quantité  de  liquide  qui  sort  du  vase  par  l’orifice  w 
pendant  le  temps  dt  et  qui  a pour  expression  u>udt,  la 
direction  de  la  vitesse  e étant  sensiblement  verticale,  est 
égale  à une  tranche  de  liquide  sitiiée  à la  partie  supé- 
rieure ayant  pour  base  l'aire  fi  et  pour  hauteur  la 

vitesse  étant  aussi  verticale.'  ' . 

. On  a donc 

, J 

' • * 0>  ‘ 


758.  Si  le  rapport  ^ est  très-petit,  on  à .à  très-peu  pn 


et  si  la  pression  est  sensiblement  la  mêmfe  à la  partie  su- 
périeure du  liquide  et  à l’orifice,  on  a _ . 

t>  = y/2g/j, 

en  négligeant  k. 
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VIBRATIONS  DES  GAZ  DANS  LES  TUYAUX  CYLINDRIQUES. 

Équation  du  mouvement.  — Cas  du  tuyau  indéfini  dans  les  deux  sens.  — 
Tuyau  fermé  à une  extrémité  et  indéfini  dans  un  sens.  — Tuyau  iodé» 
Rni  dans  un  sens  et  ourert  dans  un  milieu  gazeux  de  densité  constante. 
— Tuyau  limité  ouvert  à scs  deux  extrémités. 


ÉQUATION  DU  MOUVEMENT. 


759.  Dans  l’état  naturel  d’équilibre  d’un  gaz,. sa  force 
élastique  ur  est  égale  à gmh,  g étant  la  pesanteur,  m 
la  densité  du  mercure  et  h la  hauteur  de  la  colonne  de 
mercure  qui  fait  équilibre  à la  pression  de  ce  gaz. 

Nous  supposons  que  les  molécules  du  fluide  en  repos 
qui  sont  dans  un  même  plan  perpendiculaire  aux  arêtes 
du  tuyau,  se  déplacent  d’un  mouvement  commun  paral- 
lèlement aux  arêtes. 

Soient  x.et  x-^dx  les  distances  à un  point  fixe  de 
deux  plans  infiniment  voisins,  M,  M'  perpendiculaires 
. Fig.  189.  aux  arêtes,  qui  com- 

_ prennent  entre  eux 
une  tranche  dont  la 
° masse  est  padx,  en 
désignant  par  p la  densité  du  gaz  en  repos  et  par  « la 
section  transversale  du  tuyau.  Après  le  temps  t,  cette 
tranche  s’est  transportée  en  NN';  nous  désignerons  par 
U le  déplacement  MN  des  molécules  qi#  étaient  d’abord 
dans  le  plan  M;  u sera  une  fonction  des  deirx  variables 
jc  et  t qu’il  faudra  déterminer.  L’épaisseur  de  la  tranche 
MM'  est  dXy'et  celle  de  la  tranche  NN'  est  dx  -f-  du  ou 

dr  ( J ■+■  —I  : et  comme  ces  tranches  contiennent  la 
' \ dxj 


H 

B 
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môme  masse  de  gaz,  les  forces  élastiques  du  gaz  eu  M cl 
en  N doivent,  d’après  la  loi  de  Mariolie,  être  en  raison 
inverse  des  volumes  des  deux  tranches,  et  par  consé- 
((uent  de  leurs  épaisseurs,  ce  qui  donne,  eu  appelant  p la 
force  élastique  ou  la  pression  du  gaz  en  rapportée  à 
l’unité  de  surface, 

^ P f/x  I 


CI  dx  thi 


I-+- 


du 


du  \ 
d.T  / 


du 


en  négligeant  le  carré  de  la  dilotntion  — qui  est  très- 
petite. 

La  pression  sur  la  face  M de  la  tranche  NJN'  étant  a.p 

ou  «0^1  — aura  la  pression  np'  sur  l’antre  face 

en  changeant  x en  x dx  dans  l’expression  <le  a.p,  ce 
qui  donne 

I du  d-  U \ 

U.  P = *CT  I I ; ; dx  1 • 

• \ dx  rfx'  / 

• n 

La  différence  de  ces  deux  pressions  axs-^dx  est  la 

force  motrice  de  la  masse  de  gaz  conqirise  dans  la  tranche 
NN',  masse  égale  à padx.  En  divisant  la  force  motrice 
par  la  masse,  on  aura  pour  l’expression  de  la  force  accé- 
lératrice 

CI  d-  U 
P 

Si  la  tranche  n'était  pas  consid^-ée  comme  solide, 
cette  force  accélératrice  serait  celle  du  centre  de  gravité 
de  cette  tranche  NiN',  eu  y supposant  toute  la  masse  réu- 
nie. Or  on  peut  dire  que  ce  centre  se  meut  comme  la 
base  iN  dont  il  est  infiniment  voisin. 

II. 


22 
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Si  la  tranche  est  sollicitée  encore  par  une  force  accé- 
lératrice étrangère,  on  aura  pour  force  accélératrice 


f/’  U 


- X,  qu'il  faudra  égaler  à 


. d’{x+u) 


P dx^ 

, d^  U 

ment  a -,  puisque  X ne  varie  pas  avec  t. 


ou  sirnple- 


On  a donc  pour  le  mouvement  d’une  tranche  l’équation 


d^  U CT  d' U 

~dt^~~p'd^ 


force 

étrangère, 

dUt 

n 

d’u 

~dF 

~ P 

dx^ 

u 

d’ u 

~dF 

— (t 

dx^' 

rs 

«mh  ^ 

(1‘ 

— ~ 

OU 

(>) 

en  posant 

" ~ P 

‘ CAS  DU  TUYAU  lîlDÉFINI  DA>S  LES  DEUX  SENS. 

7G0.  L’intégrale  de  l’étiuaiion  (i)  est 

(2)  K = Ÿ (i -t- «t) -1- ^ (x  — at). 

Ou  déterminera  les  fonctions  ç et  i si  l’on  connait  le 
déplacement  initial  u pour  t — o de  chaque  tranche  à 

partir  de  sa  position  d’équilibre  et  sa  vitesse  initiale  — 

qui  seront  des  fonctions  données  de  x.  Mais,  au  lieu  du 
déplacement  u pour  / = o,  nous  supposerons  donnée  la 

dilatation  initiale  — pour  A = o.  Ainsi  Ton  doit  avoir 


pour  O 


du 

dx 


du 


-f[^)  '-t 
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Or  la  formule  (2)  donne 


I du  , , 

l ^ = ? (^  + "0  + '!'  - "0 . 

/ = a[^’ [.X  + ai)  ~ -if' {x  — ut)]. 


En  faisant  / = o,  on  aura 


/(^)  + f (x)=/(.r), 

<f'(x)  —y(x)z=  i/,{x), 
et  conséquemment 

; [ = ^ r/(-^)  + ^ /:(.r)K 

(4)  ) 

761.  Supposons  que  la  partie  primitivement  ébranlée 
s'étende  dea;=oàx=  / seulement.  Alors  les  fonctions 

Fie.  .90.  ' et  /W,  et 

— par  conséquent  aussi 

U*  C'  0 L D //\  f//v 

©'(x)  et  ({'  (x)  sont 
nulles  pour  toutes  les  valeurs  de  x non  comprises  entre 
O et  Z. 

Considérons  d’abord  un  point  situé  au  delà  de  l’ébran- 
lement initial  OL  du  côté  des  x positives.  Son  x étant 
plus  grande  que  l,  X at  sera  à fortiori  plus  grande  que 
/,  t étant  positif;  on  aura  par  conséquent 

©'  ( .c  -t-  at)  = O 


= at), 


— =—a-y(x  — al), 

et  pour  que  ces  valeurs  de  ^ et  ^ ne  soient  pas  nulles, 
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il  f'aul  ((lit*  æ — at  soit  comprise  entre  o et  /,  ou  (ju'uri 
ait  x'^at  et  x <^at.  -\-  l , c'est-à-dire  qu’au  bout  du 
temps  l il  u’y  a de  inouvemeiit  au  delà  de  OL  que  dans 
. tine  portion  (iD  du  tuyau  d'une  longueur  égale  à l.  Cette 
portion,  ()u’on  appelle  onde,  est  constituée  d’une  ma- 
nière invariable  qui  ne  dépend  que  de  la  fonction  Elle 
s’éloigne  indéfiniment  de  OL  avec  une  vitesse  constante 
O j il  ne  faut  pas  confondre  ce  déplacement  de  l’onde 
avec  le  mouvement  d’une  molécule  (|ui  ne  dure  que  pen- 
dant le  temps  car  il  résulte  de  x — a/  > o et  <[./ 

qu’une  même  molécule  ne  commence  à se  mouvoir  qu’a- 

, , 1 . ^ ^ ' 
près  un  temps  égal  a — - — et  ne  revient  au  rejxis  <pi  a- 

près  un  temps  égal  à -• 

Pour  une  tranche  quelconque  de  cette  onde,  il  y a un 
rapport  constant  a entre  la  vitesse  et  la  dilatation,  car  on 
a la  relation 

du 

dt  dx 


762.  Pour  les  points  à gauche  de  l’origine  ü,  x étant 
négative,  on  a 

y (x  — at)  = o 
et 

du  , .du 

— = o {.r -!-«/),  — = flnp  (x-t-flt); 

d’ailleurs  ç'(x-t-at)  est  nulle  quand  x n’est  pas  com- 
prise entre  — et  — at  ->r  l.  ' ' ' 

Le  mouvement  se  propage  donc  aussi  vers  les  x néga- 
tives par  une  onde  C'D'  dont  la  nature  dépend  de  la 
fonction  <Sf  et  qui  se  transporte  à gauche  du  point  O avec 
une  vitesse  uniforme  égale  à a. 

Une  même  molécule  est  en  mouvement  pendant  un 

I 

intervalle  de  temps  égal  à ->  depuis  />• — ^ jusqu’à 
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Dans  chaque  tranche  011  a la  relallun 


di4  fin 


763.  Quant  aux  puints  situés  entre  O et  L,  — et 

peiuleiit  d’abord  des  deux  fonctions  ç'  (ar  q-  at)  et 
ij»' (x — at).  Ces  deux  fonctions  s’annulent  dès  que  t 

surpasse  de  sorte  qu’après  ce  temps- là  toute  la  partie 

OL  reste  eu  repos,  et  il  y a deux  ondes  qui  s’en  èloigneiil 
à droite  et  à gauche,  comme  nous  l’avons  dit. 

Le  mouvement  se  propagerait  par  une  seule  de  ces 
deux  ondes,  si  l’ébranlement  initial  était  tel,  qu’on  evit, 
dans  la  partie  OL,  fi.'(x)  = o ou  (^'(x)  = o,  ce  qui, 
d’après  les  formules  (4),  revient  à supposer  la  relation 


(lu 

dt 


du 

a — ou 
dx 


du  du 

dt  dx 


pour  t z=  O. 


76i.  Si  l’ébranlement  initial  avait  lieu  dans  plusieurs 
parties  du  tuyau  séparées  pai-  des  intervalles  en  repos,  il 
suflirait  de  supposer  les  fonctions  <ÿ'(x)  et  <1^' Ça:)  nulles 
dans  ces  intervalles  pour  rentrer  dans  le  cas  qui  précède 
d’un  ébranlement  limité;  chaque  partie  ébranlée  doit 
donner  naissance  à deux  ondes  qui  s’en  vont  à droite  cl 
à eauclie  avec  la  vitesse  uniforme  a. 


TDYAt;  FEltMf.  A UNE  EXTRÉMITÉ  ET  INDÉFINI  DANS 
UN  SENS.  ' 

765.  En  prenant  pour  origine  des  x l’extrémité  fer- 
^ mée,  on  aura  la  condi- 

F'I!-  '9'.- 

■ . • . du 

I.'  K’  O L K lion  — = opourx=o, 

quel  que  soit  t.  Les  fonctions  f (x)  et  (x)  ne  sont 
données  que  pour  les  valeurs  de  x positives. 


34a 
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du 


La  condition  — = o pour  a;  = o donnera,  quel  que 

soit  t (positif  ou  négatif  si  l’on  veut  que  les  états  anté- 
rieurs à l’origine  du  temps  soient  représentés  aussi  bien 
que  ceux  qui  suivent), 

O (at)  — i|('  ( — at)  = O, 

ou,  en  désignant  par  z une  variable  quelconque,  positive 
ou  négative, 

(r>)  /(r)  = f(_.). 

Cette  équation  détermine  les  fonetions  "J  et  pour  les 
valeurs  négatives  de  la  variable,  ces  fonctions  étant  don- 
nées pour  les  valeurs  positives. 

. Les  valeurs  (3)  de  et  de  ^ ainsi  déterminées  pour 

des  valeurs  queleonc|ues  de  a:  et  de  t sont  les  mêmes  que’ 
si  le  tuyau,  n’élant  pas  fermé  en  O,  s’étendait  indéCni- 
mentdans  les  deux  s<!iis,  l’état  initial  étant  choisi  du  côté 
où  l’on  prolonge  le  tuyau  de  la  manière  (jui  vient  d’être 
indiquée. 

Dans  cette  hypothèse,  en  changeant  a:  en  — x dans  les , 
formules  '{4)1  on  aura,  pour  la  dilatation  et  la  vitesse  de 
la  tranche  qui  répond  à l’abscisse  — x,  en  ayant  égard  à 
la  relation  (5), 

= <f' i— ^ + "0  + ■l'' i— ^ — '’i)  ^ 

— "[y'(—  + + (— X — «/)] 


= «[■],' (x  — ot)  — Ÿ'(x-h«f)]  = — 


Ainsi  dans  deux  sections  à égajes  distances  de  l’origine 
O,  la  dilatation  est  la  même  et  les  vitesses  sont  égales  et 


de  signes  contraires. 
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11  suffit  que  cette  propriété  ait  lieu  à l'origine  du 
temps  pour  qu’elle  ait  lieu  à une  époque  quelconque; 
car  pour  qu'elle  ait  lieu  quand  t = o,  ou  retrouve  la 
condition 

766.  Si  l'ébranlement  initial  est  renfermé  dans  un 
espace  limité  KL  entre  les  abscisses  k et  -f- /,  il  don- 
nera naissance  à deux  ondes  animées  des  vitesses  a et 
— a,  et  d’après  ce  qui  précède,  il  y aura  deux  ondes 
symétriques  de  celles-ci,  s’écartant  à droite  et  à gauche 
de  l’intervalle  R'L'  symétrique  de  KL. 

Celles  qui  s’éloignent  de  l’origine  O n’éprouveront  au- 
cune altération.  Quant  aux  deux  autres,  elles  arriveront 
en  même  temps  eu  O,  et,  continuant  leur  roule,  elles  se 
composeront  en  se  pénétrant,  de  sorte  que  les  valeurs 

, fia  (lu  . . , , 

de  et  en  un  meme  point  commun  aux  deux  ondes 

seront  les  sommes  des  valeurs  qti’elles  ont  dans  chaque 
onde;  puis  ces  deux  ondes,  après  s’être  traversées  et  sépa- 
rées, continueront  leur  marche  sans  altération. 

On  voit,  d’après  leur  symétrie,  que  l’elfel  produit  dans 
le  tuyau  réel  est  le  même  que  si  les  diverses  tranches  de 
l'onde,  qui  s’approche  du  plan  fixe  O,  se  repliaient  sur 
elles-mêmes  en  conservant  la  même  densité  et  prenant 
une  vitesse  égale  en  sens  contraire.  Après  que  toutes  ces 
tranches  seront  arrivées  en  O,  on  aura  une  onde  se  diri- 
geant du  côté  des  x pasitives,  et  qui  ne  sera  autre  chose 
que  la  première  renversée,  comme  on  vient  de  le  dire. 
C’est  eu  cela  que  consiste  la  réllexion  du  mouvement  sur 
un  plan  fixe. 

TUYAU  INDÉFINI  DANS  UN  SENS  ET  OUVERT  DANS  UN  MILIEU 
OA/.EUX  DE  DENSITÉ  CONSTANTE. 

767.  On  admet  que  la  force  élastique  du  gaz  A l’ou- 
vertiire  O du  tuyau  est  la  même  ijue  celle  du  gaz  exicrieur 


M4  COURS  UE  MtC^.MyUE 

en  lepos,  et  par  conséquent  la  dilatation  ^ e^t  nulle 

pour  X = O,  » cause  de  p = et  ^ i — • 

Il  en  résulte,  quel  que  soit  t, 

(ae)  -I-  — of  ) =:  O 

on 

-(<>)  y' = O- 

Eu  su]>pu.saul  le  tuyau  et  le  iluide  prolongés  indéfini' 
tuent  à gauche  de  O,  on  aura,  d’après  les  formules  (5)  et 
(6’),  pour  la  tranche  dont  l’abscisse  est  — x, 

= — — "0  — î'  + at)  = — 

— X — «<)] 

= « [ — — "0  + ÿ'  ( -E  "0]  = 


. Ainsi,  dans  deux  sections  également  distantes  de  l’ori- 
gine, les  vitesses  sont  égales  et  de  même  signe,  et  les  dila- 
tations égales  et  de  signes  contraires. 

Il  suit  de  là  que  si  l’ébranlement  initial  n’a  lieu  que 
dans  une  étendue  limitée,  il  y aura  dans  le  tuyau  réel 
une  onde  s’éloignant  indéfiniment  de  l'origine,  et  dans 
le  tuyau  prolongé  indéfiniment,  deux  autres  ondes  mar- 
chant vers  l’origine,  se  pénétrant  et  se  traversant  sans 
s’altérer,  de  sorte  que  dans  le  tuyau  réel  à un  instant 
quelconque  se  trouvera  l’onde  qui  se  dirigeait  d’abord 
vers  l’origine  et  qui  s’y  réfléchit  ensuite  de  manière  à 
former  une  nouvelle  onde  dirigée  en  sens  contraire;  les 
vitesses  dans  les  dilférenles  seclifius  sont  les  mêmes  eide 
même  sens  que  quand  l’onde  s’approchait  de  l’origine, 

tandis  que  la  dilatation  change  de  signe. 

< . 
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C’est  eu  cela  que  consiste  la  réflexion  ilu  mouvement 
sur  un  milieu  de  densité  constante. 

TUYAU  FERMÉ  A SES  DEUX  EXTRÉMITÉS. 

768.  L’état  du  fluide  dans  ce  tuyau  fermé  est  toujours 
représenté  par  les  formules  (3)  en  supposant  le  tuyau  et 
le  fluide  prolongés  indéfiniment  dans  les  deux  sens!  Mais 
ici  il  faut  déterminer,  pour  les  valeurs  quelconques  de  la 
variable  x,  les  deux  fonctions  cf  [x)  et  i|/  (x),  qui  ne  sont 
connues  que  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  o et  /, 
l étant  la  longueur  du  tuyau  fermé. 

Il  faut  exprimer  que  la  vitesse  ^ est  nulle  pour  x = o 

et  pour  X = /,  quel  que  soit  t,  ce  qui  donne,  en  faisant 

(U  = Z, 

,f'(i -hz)  — -y(i  — z). 

On  tonnait  !|'(/ — z),  z étant  entre  o et  /;  donc  ou 
confiait  aussi  ©'(/+z).  Ainsi  {z)  est  connue  pour  les 
valeurs  de  z plus  petites  que  il. 

En  changeant  z en  l-\-  z dans  la  seconde  éc{uation,  elle 
donne 

' <p'(2/+  z)  = v|<'(— i), 

et  comme  on  a aussi 

î'{z  ) = '!''(— 

il  s'ensuit 

(f'(z)=  z). 

La  fonction  ^'(z)  reprend  donc  la  même  valeur,  quand 
la  variable  z augmente  de  il.  11  en  est  de  même  de 
— z),  <-ar  la  formule 

y(~Z—  2/)=  t'(i  + -zl)—  ?'(*)  — fl  — 2)- 
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Il  Ruil  de  la  périodicité  des  fonctions  œ'  et  'j/'  que  la  dila-  - 
tation  et  la  vitesse  redeviennent  les  mômes  en  un  même  • 
point  du  tuyau  à des  époques  distantes  les  unes  des  autres 
2 / 

d’nn  intervalle  T = — • 

fl 


709.  On  peut  encore  étahlir  ce  fait  en  considérant  que 
l’ébranlement  initial  donne  naissance  à deux  ondes  qui 
marchent  en  sens  inverse  et  vont  successivement  se  réflé- 
chir aux  deux  extrémités  suivant  les  lois  qui  ont  été  expli- 
quées précédemment. 

Ap  rès  avoir  subi  deux  réflexions  et  parcouru  des  che- 
mins égaux  à deux  fois  la  longueur  du  tuyau,  elles  vien- 


2 l 


lient,  au  bout  d’un  intervalle  de  temps  égal  à — , repro- 
duire, en  se  composant,  l’état  initial  ; et  cet  effet  se  répé- 
tera de  nouveau  indéûnimciit. 


TUYAU  LIMITÉ  OUVERT  A SES  UEUX  EXTRÉMITÉS. 


770.  On  doit  avoir,  quel  que  soit  t,  — 
et  X = /,  ce  qui  donne,  quel  (jue  soit  z. 


= o pourx  =n 


/(z)  -t-  -y  ( — z)  = O, 
z)  — z)  = n. 


y (r)  et  ^l>'(z)  .sont  données  pour  les  valeurs  de  z com- 
prises entre  o et  /.  Donc  (j/(/-+-z)  est  connue  pour  ces 
mêmes  valeurs,  d’après  la  deuxième  équation.  Et  par 
conséquent  (J)' (z)  est  connue  depuis  z = o jusqu’à  z=  2I. 
En  changeant  2 en  z -f-  l,  cette  deuxième  équation  donne 

o'[2l  + z)  -f-  -y  ( — z)  = o, 
et  comme  on  a au.ssi 

?'(0-f-y(-=)  =n, 
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»'(:)  =ip'{2/-f-z); 

et  de  même 

L’état  du  tuyau  est  donc  encore  périodique  et  rèdcvienl 

le  même  après  chaque  intervalle  de  temps  égal  à — , 

conclusion  qu’on  peut  déduire  aussi  de  la  réflexion  des 
ondes. 

TCYAC  LIMITÉ  OUVEIIT  A UNE  EXTRÉMITÉ  ET  FERMÉ 
A l’autre. 

771 . On  doit  avoir,  quel  i^ue  soit  ^ = o pour  x = o, 

vl‘~  = O pour  X = l\  ce.  ijiii  donne 

f(z)  +f(—  s;)  = O, 
ÿ'{/h-ï) — — z)  = ", 

quel  que  soit  z. 

Ces  équations  déterminent  les  fonctions  eti{/'(^)  ^ 

pour  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives  de  z,  quand 
on  les  connaît  pour  les  valeurs  positives  plus  jietites  que  1. 

La  seconde  équation  donne 

ç>'(2/ H- z) 

et  la  première 
Donc 

^'(2M-z)  = — f'(s); 

de  sorte  que  la  fonction  [z)  change  de  signe  quand  la 
variable  augmente  de  2 / : par  conséquent  si  z augmente 
de  4/,  la  fonction  reprendra  sa  première  valeur;  car  un 
aura 

-4-  z)  = — y'^2/-(-z)=’ 
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La  fonction  (-z  ) aura  la  même  période  4 i>uisque 
?'(z)  + f ( — 3)  = 0. 

Ainsi  l’étal  du  tuyau  ne  redevient  le  même  qu’après  un 

intervalle  de  temps  égal  à ~ • 

On  arriverait  à la  même  conclusion  en  considérant  le 
mouvement  des  deux  ondes  qui  proviennent  de  l’ébranle- 
ment initial,  leurs  rétlexions  successives  aux  deux  extré- 
mités du  tuyau  et  leur  retour  aux  parties  primitivement 
ébranlées,  après  avoir  parcouru  des  chemins  égaux  à 4 f 

dans  un  temps  égal  à — • 


IIN  r>i;  cocus  de  MÉCAMqi'K. 
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NOTES. 


NOTE  1. 

MràolRR  (*)  SUR  QUELQUES  PROPOSITIONS  DE  MÉCANIQUE  RATIONNELLE. 

Le  théorème  de  Carnot  sur  la  perte  de  force  vive  qui  a 
lieu  dans  un  système  dont  certaines  parties  dénuées 
d’élasticité  changent  brusquement  de  vitesse  eu  se  cho- 
quant, a été  étendu  par  quelques  auteurs  à tous  les  chan- 
gements brusques  de  vitesse  produits  par  des  causes  quel- 
conques. La  démonstration  de  Carnot  n’étant  pas  fondée 
sur  la  considération  des  actions  mutuelles  développées 
entre  les  molécules  dans  le  choc,  semblait  se  prêter  à 
cette  extension  de  son  principe.  Mais,  après  un  examen 
plus  approfondi,  plusieurs  géomètres  ont  été  conduits  à 
juger  cette  démonstration  de  Carnot  insuffisante,  et  à res- 
treindre considérablement  la  généralité  de  son  théorème. 
On  savait  déjà  qu’il  n’avait  pas  lieu  dans  le  choc  des  corps 
élastiques  : on  a cru  devoir  le  borner  au  cas  des  change- 
ments brusques  de  vitesse  dus  au  choc  proprement  dit 
entre  des  corps  dépourvus  d’élasticité,  en  observant  que 
pour  ce  cas  même  il  ne  donne  qu’une  partie  de  la  perte 
de  force  vive  du  système,  quand  il  y a frottement  entre 
les  corps  en  contact  : qu’il  faut  d’ailleurs  que  les  vitesses 
des  points  en  contact  dans  le  sens  de  la  normalè  commune 
aux  surfaces  des  deux  corps  qui  se  touchent  soient  les 


(*)  On  n'a  (>as  trouvé  de  rcdacUon  suivie  de  ce  Mémoire  dans  les 
papiers  de  M.  Sturm,  mais  seulement  des  parties  détachées,  couvertes  de 
ratures.  Ou  a réuni  ici  tous  ces  fragments,  en  s'aidant,  pour  les  coor- 
donner et  les  compléter,  de  l’analyse  du  Mémoire  donnée  par  railleur 
dan»  les  Comptes  rendus  de  l ‘Académie  des  Sciences,  t.  XHI,  p.  lo.-JG. 


Digili  :0:j  by  Googic 


JMOTE  I. 


35o 

mêmes  à la  fin  du  choc,  el  qu’enfin  les  condilious  ou 
liaisons  géométriques  auxquelles  les  points  du  système 
sont  assujettis  ne  doivent  pas  changer  de  nature  avec  le 
temps.  M.  Poisson  a remarqué  qu’une  explosion  ou  une 
production  subite  de  forces  qui  séparerait  brusquement 
des  corps  d’abord  en  contact,  doit  toujours  donner  lieu  à 
une  augmentation  de  forces  vives  dont  l’expression  est 
analogue  à celle  de  la  perte  dans  le  théorème  de  Carnot. 

S’il  est  certain  que  ce  théorème  ne  peut  pas  s’appliquer 
~à  tous  les  changements  très-rapides  de  vitesse,  quelles 
qu’en  soient  les  causes,  il  ne  doit  pas  cependant  être 
limité  exclusivement  au  cas  du  choc  des  corps  non  élasti- 
ques. Le  présent  Mémoire  a pour  objet  principal  de  faire 
voir  qu’il  a lieu  dans  d’autres  circonstances  qu’il  est  utile 
de  connaître. 

Considérons  un  système  de  points  matériels  en  mouve- 
ment, sollicités  par  des  forces  quelconques  et  assujettis  à 
des  liaisons  exprimées  par  des  équations  entre  leurs  coor- 
données, qui  ne  renferment  pas  le  temps  explicitement. 
Soient  m,  m',  m'\,  . .,  les  masses  de  ces  points;  x,  y,  z, 
les  coordonnés  du  point  m au  bout  du  temps  f ; x',  y',  z', 
celles  du  point  etc.  : ces  coordonnées  se  rapportant  à 
trois  axes  rectangulaires  fixes  dans  l’espace.  Désignons 
par  e la  vitesse  du  point  m au  bout  du  temps  t,  et  par 
a,  b,  des  composantes  de  cette  vitesse  parallèles  aux  axes 
fixes  des  x,j',  z;  soient  de  même  e'  la  vitesse  du  point  m' 
et  a',  h',  c'  ses  composantes,  et  ainsi  de  suite.  Enfin  soient 

I,  = O , M = O , N = O , 

les  équations  ({ui  ont  lieu  à chaque  instant,  pendant  le 
temps  t,  entre  les  coordonnées  ar,  y,  «,  x', . . . , des  points 
du  système,  sans  contenir  le  temps  explicitement. 

Imaginons  maintenant  qu’à  un  instant  donné,  au  bout 
d’un  temps  t,  on  établisse  entre  les  points  du  système  de 
nouvelles  liaisons  exprimées  par  les  équations 

l,i  = o,  Mi  = o,  Ni  = o,..., 
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el  parmi  lesquelles  pourraienl  se  irouvor  eompi-ises  les 
liaisons 

L=:o,  M = o,  N=o,..., 


qui  avaient  lieu  précédemment  ou  seulement  quelques- 
unes  d’entre  elles. 

A l’instant  où  l’on  assujettit  le  système  à ces  nouvelles 
conditions,  la  vitesse  de  chaque  point  du  système  chan- 
gera brusquement  soit  en  grandeur,  soit  en  direction. 
Désignons  par  e,  la  nouvelle  vitesse  que  prendra  le  point  m 
qui  avait  auparavant  la  vitesse  v,  et  par  ù,,  c,  les 
composantes  de  e, . Il  résulte  du  prineipc  de  d’Alembert 
qu’à  l’instant  où  commence  le  nouvel  état  du  système, 
les  quantités  de  mouvement  telles  que  me,  que  prennent  ' 
les  ditférents  points  étant  considérées  comme  des  forces 
el  prises  en  sens  contraire,  doivent  faire  équilibre  aux' 
quantités  de  mouvement  mv  que  ces  points  possédaient 
auparavant  ; de  .sorte  qu’on  a l’équation 


(A)  2 '”[(«  — -t-  [h  — è|)iî/  -(-  (c  — Cij'Jï]  = O, 

en  désignant  par  dx,  d«,dx',.  . les  projections 
sur  les  axes  des  déplacements  virtuelsdes  points  m,  m',..., 
compatibles  avec  les  liaisons  nouvelles 

L,  = O,  SF,  = o, . . ., 

Ainsi  l’on  peut  donner  à dx,  djy, . . . toutes  les  valeurs 
qui  satisfont  aux  équations  simultanées 


Sx  -+-  - - 'J  r-h  “ — àz 

(l.T  dy  dz 


IV  t 

. CJX 


TF 


tU' 


rîx' 


En  dillérentiant  les  mêmes  équations  L,  = o,  M,=;o,... 

, dx  dy  dz 

par  rapport  au  temps  /,  puis  remplaçant  —i  Yt'  ' ' ' 
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par  leurs  valeurs  actuelles  <?,,  b^,  r,,.  oii  aura 


I ^ Ltt  fi Ijt  , dlji  dlji  , 


[*)  ( rfM, 

i dx 


rfM, 


rfM, 

dz 


—1  ' 
dx' 


éi  H C|  + —7  a\  + ^ = O , 


Au  moyen  des  équations  (/)  on  éliminera  de  l’équa- 
tion (/<)  une  partie  des  variations  6x,  èy,...,  puis  on 
égaiera  à zéro  les  quantités  multipliées  par  chacune 
des  variations  restantes.  Les  équations  qu’on  obtiendra, 
jointes  aux  équations  connues  (A),  fourniront  la  valeur 
des  3«  inconnues  A,,  c,,  etc.,  qui  u’y  entrent  que 
sous  forme  linéaire.  On  peut  aussi  combiner  l’équa- 
tion [h)  avec  les  équations  (z)  par  les  équations 

, , . dU 


m(b,  — i)  = X 


dU  du, 

dy  ^ dy 


+• 


dont  le  nombre  est  triple  du  nombre  n des  points  w, 
rn',.  . . . Ces  équations  et  eelles  qui  précèdent  (A)  donne- 
ront les  valeurs  des  3 n inconnues  a,,  A,,  c,,.  . et  en 
outre  celles  des  facteurs  X,  p, . . . qui  font  connaître  les 
percussions  que  les  liens  du  système  éprouvent  par  le 
changement  brusque  des  vitesses. 

Les  é(|uatioiis  de  condition 

L,  = 0,  M,=  o,  N,  = 0,... 

étant  par  hypothèse  indépendantes  du  temps,  on  voit  ([lie 
le  mouvement  effectif  du  système  pendant  rinstani  dt 
qui  succède  au  temps  t est  l’un  des  mouvements  virtuels 
que  les  liaisons  données  lui  permettent  de  prendre.  Eu 
effet,  les  équations  (/)  sont  vérifiées  si  l’on  prend  cJt, 
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dz,. . . proportiounelles  aux  cumposanies  i,,  c,, 
des  vitesses  réelles.  On  peut  donc  remplacer  dans 
l’équation  générale  da:,  tîy,  dz,...  par 
On  a ainsi  l’équation 

2) [(®  ~ ~ — C|)'^.]=  O, 

qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 

(fl’+  6’+  c')  («î  -i-  *î  + c]) 

. — + — c,)’]; 

et  comme  a — a,,  b — é>,,  c — c,  sont  les  composantes 
de  la  vitesse  perdue  par  le  point  m,  quand  on  décompose 
sa  vitesse  en  et  cette  formule  devient 

^ mi-’ = ^ me;  4- 2 '"“î • 

Elle  signifie  que  si  les  liaisons  d'un  système  de  points  en 
mouvement  sont  changées  à un  instant  donné,  la  somme 
des  forces  vives  acquises  avant  cet  instant  surpasse  celle 
qui  a lieu  immédiatement  après,  d'une  quantité  égale  à 
la  somme  des  forces  vives  correspondant  aux  vitesses 
perdues  dans  le  passage  du  premier  état  du  système  au 
second  (*). 

Quoique  la  formule  précédente  soit  semblable  à celle 
du  théorème  de  Carnot  sur  la  perle  de  force  vive  dans  le 
choc  des  corps  dénués  d’élasticité,  les  deux  propositions 
reposent  sur  dos  considérations  assez  dillérentes  pour  être 


(•)  Ce  théorème  a été  démontré  par  M.  Duhamel  dans  une  Note  pré- 
sentée à l’Académie  des  Sciences  en  iB3'i  et  imprimée  co  i835  daus  le 
tome  XV  du  Journal  de  rÉcole  Polrtechnitfue. 

D’autres  démonstrations  ont  été  données  en  i843  par  M.  Combes  dans 
la  lithofjraphiü  de  ses  Leçons  de  Mécanique  faites  à TÊcole  des  Mines, 
et  par  M.  Bertrand,  dans  les  Comptes  rendus  de  l'année  i856  (t.  XLIII, 
p.  I io8), 

H.  9.3 


Digilized  by  Google 


354  NgTÉ  1. 

distinguées  Tune  de  l’autre.  Les  consé<jueiices  suivantes 
feront  mieux  ressortir  cette  différence. 

Rien  n’enipéche  de  supposer  qu’à  l’instant  même  où 
l’on  établit  les  liaisons  L,  = o,  M,  = o, . . . , le  systènic 
soit  mis  en  mouvement  par  des  percussions,  c’est-à-dire 
par  des  forces  d’une  très-grande  intensité  agissant  pen- 
dant un  temps  inappréciable  sur  les  différents  points  m,.  ~ • 
m', , . . , et  capables  de  leur  imprimer,  s'ils  étaient  libres, 
les  vitesses  u,  u',. . qui  se  changent  en  v,,  ,. . . par 

l’effet  des  liaisons  L,  = o,  M,  = o, . . . . Chaque  vitesse  y 
se  décomposant  en  et  u,,  on  aura  toujours 

i 

Considérons  de  nouveau  un  système  de  points  en  mou-  ’ 
vement,  m,  m',...,  assujettis  à des  liaisons  L = o, 

M = o,...  indé{>endantesdu  temps;  supposons  qu’à  un  in- 
stant donné  pour  lequel  ces  points  ont  les  vi  tesses  t',  . . . 

on  établisse  de  nouvelles  liaisons  exprimées  par  les  équa- 
tions L,  = o , M,,  = o , . . . , et  parmi  lesquelles  se  trouvent 
comprises  toutes  les  anciennes  liaisons.  Appelons  la  vi-  ' 
tesse  que  prendra  le  point  in,  qui  avait  auparavant  la  vi- 
tesse V.  En  décomposant  cette  vitesse  u en  v,  et  on  a 
trouvé  . , 

OU  , ' 

2 2 = 2 ""  ~ ~ 

Supposons  qu’on  établisse  encore  un  nouveau  systèmb 
de  liaisons  L,  = o,  M,  = o,. . .,  qui  comprennent  aussi 
les  précédentes  L,  = o,  M,  = o, . . . , et  par  conséquent  ' 
aussi  les  premières  L = o,  M = o,....  Chaque  point 
ayant  sa  vitesse  acquise  m,  désignons  par  c,  la  vitesse  que 
prendra  dans  ce  nouvel  état  du  système  le  point  qui  avait 
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la  vitesse  v,  ei  appelons  aj,  ht,  c,  les  eomposaïUes  de  i',. 
Désignons  do  même  par  o,  («,,  h,,  c,)  la  vitesse  du  pQiiii 
m dans  un  nouvel  état  assujetti  à de  nouvelles  liaisons 
Lj  = O,  Mj  = o, . . . comprenant  toutes  les  liaisons  pré- 
cédentes, et  ainsi  de  suite. 

On  aura 

=2) (^>—  *j)’  •+■  (‘■' — 

[(«,  — — 63)’-+-  — <^3)’ ], 


et,  en  ajoutant  toutes  les  équations  qui  précèdent, 

V*  / • i\  V'  r — «3)’! 

= "3)’-+-(6  — è3)’-l-(c— c,)’"],  - 


et,  en  outre,  cette  formule  a lieu  quel  que  soit  l’ordre  des 
liaisons  successives. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante,  qui 
n’est  pas  une  conséquence  aussi  immédiate  de  la  première 
qu'elle  le  paraît  au  premier  abord  : ües  points  matériels 
en  mouvement  et  soumis  à des  liaisons  ayant  certaines 
vitesses  acquises  à un  instant  donné,  si  l’on  conçoit  qu’à 
cet  instant  on  ajoute  successivement  aux  liaisons  données 
un,  deux,  trois  systèmes  de  nouvelles  liaisons,  et  que  l’on 
considère  la  série  des  vitesses  que  prendra  chaque  point 
dans  les  états  successifs  du  système,  l’excès  de  la  somme 
des  forces  vives  de  ce  système  dans  son  état  primitif  sur 
la  somme  des  forces  vives  qu’il  possédera  dans  le  dernier 
état  pour  lequel  le’  nombre’ des  liaisons  est  le  plusgrand,'' 
sera  égal  soit  à la  somme  des  forces  vives  correspondantes 
aux  vitesses  perdues  dans  le  passage  immédiat  du  premier 
état  au  dernier,  soit  encore  à la  somme  des  forces  vives 
correspondantes  aux  vitesses  pcixlues,  en  supposant  que  le 
système  passe'succcssivement  de  son  premier  état  au  sv~ 
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coud,  puis  du  second  au  troisième,  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu’au dernier. 

On  déduit  immédiatement  des  propositions  qui  pré- 
cèdent quelques  propriétés  du  mouvement  déjà  connues, 
qu’on  avait  démontrées  par  des  calculs  plus  ou  moins  sim- 
ples. Par  exemple,  si  l’on  considère  un  corps  solide  en 
mouvement  autour  d’un  point  fixe,  la  somme  des  forces 
vives  de  tous  les  points  de  ce  corps  à une  époque  quel- 
conque de  son  mouvement  est  toujours  plus  grande  que 
celle  qu’on  obtiendrait  si,  en  conservant  à chaque  molé- 
cule sa  vitesse  actuelle,  on  fixait  un  point  quelconque  de 
ce  corps  situé  hors  de  cet  axe  instantané  ou,  en  d’autres 
termes,  si  l’on  forçait  le  corps  à tourner  autour  d’un  axe 
diflérent  de  son  axe  instantané.  11  en  est  de  même  pour 
un  mouvement  initial.  Si  un  corps  solide  retenu  par  un 
point  fixe  est  mis  en  mouvement  par  des  percussions, 
l’axe  instantané  autour  duquel  il  commencera  à tourner' 
sera,  parmi  tous  les  axes  passant  par  le  point  fixe  qu’on 
peut  imaginer  dans  le  corps,  celui  pour  leqtiel  la  somme 
des  forces  vives  initiales  est  un  maximum,  c’est-à-dire 
que  cette  somme  sera  plus  grande  que  celle  que  produi- 
raient les  mêmes  percussions,  si  l’on  assujettissait  le 
corps  à tourner  autour  d’un  axe  dilférent  de  l’axe  spon- 
tané. Euler  et  Lagrange  avaient  dit  que  la  somme  des 
forces  vives  du  corps  tournant  autour  de  son  axe  spon- 
tané, devait  être  un  maximum  ou  un  minimum.  M.  De- 
launay  a prouvé,  par  l’application  de  la  méthode  générale 
des  maxima  et  minima,  que  cette  force  vive  est  toujours 
un  maximum.  Au  reste,  on  obtient  aisément  cette  propo- 
sition et  une  autre  encore  plus  précise  par  la  considération 
de  la  surface  que  M.  Poinsot  a nommée  V ellipsoïde  central. 

Le  principe  général  donne  de  même,  sans  aucun  calcul, 
cet  autre  tliéorême  dû  à M.  Coriolis. 

La  somme  des  forces  vives  d’un  système  de  points  ma- 
tériels à une  époque  quelconque  de  son  mouvement  est 
égale  à la  somme  des  forces  vives  que  prendraient  ces 
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points,  si,  étant  animés  de  leurs  vitesses  actuelles,  ils 
venaient  à former  à cet  instant  un  système  de  figure  inva- 
riable assujetti  aux  mêmes  conditions  qu’auparavant, 
plus  la  somme  des  forces  vives  .qu’auraient  ces  points  en 
vertu  des  seules  vitesses  relatives  par  lesquelles  ils  s’écar- 
tent des  positions  qu’ils  occuperaient  dans  le  système  so- 
lidifié. 

La  somme  des  forces  vives  dans  le  mouvement  que 
prendrait  le  système  s’il  venait  à être  solidifié  dans  l'état 
où  il  se  trouve  à un  instant  quelconque,  et  que  M.  Coriolis 
appelle  son  mouvement  mojen  pour  cet  instant,  peut  elle- 
même  se  décomposer  en  deux  parties  dont  l’une  est  la 
force  vive  qu’aurait  la  masse  totale  du  système  animée 
de  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  et  dont  l’autre  est  la 
somme  des  forces  vives  qu’auraient  les  molécules  dans  le 
mouvement  relatif  ou  apparent  du  système  solidifié  au- 
tour du  centre  de  gravité  considéré  comme  fixe. 

Soit  un  système  de  points  matériels  eu  mouvement 
assujettis  à des  liaisons  quelconques  qui  peuvent  ici  con- 
tenir le  temps  explicitement  Considéions  ce  système 
à un  instant  donné  et  supposons  qu’à  cet  instant  et  pour 
cette  même  position  du  système,  on  lui  donne  un  autre 
mouvement  quelconque  différent  du  mouvement,  réel, 
mais  toutefois  eompatible  avec  les  liaisons  données.  Cet 
autre  mouvement  sera,  si  l’on  veut,  purement  fictiL  On 
pourra  déeomposer  la  vitesse  v de  chaque  point  m dans 


( ** ) Dans  un  système  de  liaisons  L = o,  M = = fonctions  du 

temps,  on  peut  toujours  supposer  qu'une  seule  renferme  t explicitement, 
en  éliminante  entre  elle  et  les  antres.  Mais  l'équation  des  forces  vives 
devient 

= 2 ^ {XS  X Y Sy -h  7.S  z)  — dt. 

( X n’est  pas  le  même  que  si  Ton  conservait  toutes  les  liaisons  fonctions  du 
temps.)  , (.Vo/c  dr  M.  Sturm,) 
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le  premier  mouvement  en  deux  vitesses,  dont  l’une  e,  soit 
la  vitesse  de  ee  point  dans  le  second  mouvement,  l’autre 
composante  w sera  la  vitcssepe/’c?weou  relative  aveclaquelle 
le  point  devrait  s'écarter  de  la  position  qu’il  occuperait 
dans  le  mouvement  lictif  (après  l’instant  dl)  pour  arriver 
à celle  qu’il  occupé  dans  le  mouvement  réel  ; le  produit 
tM)dt  'de  cette  vitesse  perdue  ou  relative  par  l’élément  du 
temps  peut  être  appelé  le  déplacement  relatif  du  point  m, 
vdt  étant  ledéplacement  réel,  et  f , dt  le  déplacement  fictif. 

Cela  posé,  la  demi-somme  des  forces  vives  cor-* 

respondantesaux  vitesses  relatives to,  prendra  dans  chaque 
instant  dt  un  accroissement  égal  à la  somme  des  quantités 
de  travail  élémentaire  Pwiit  cos  (P,o)),  dues  aux  forces 
extérieures  P qui  agissent  sur  les  points  du  système  et  à 
leurs  déplacements  relatifs,  plus  les  quantités  de  travail 
QMfftcos(Q,w)  qu’on  obtienten  considérant  les  forcesQ 
égales  et  contraires  h celles  qui  donneraient  à chaque 
point  supposé  libre  et  d’abord  animé  de  la  vitesse  fic- 
tive f,,  le  mouvement  fictif  qu’on  a supposé,  et  multi- 
pliant ces  nouvelles  forces  Q parles  mômes  déplacements 
relatifs  fûdt  projetés  sur  les  directions  des  forces  : en 
sorte  qu’on  a,  pour  un  temps  quelconque. 


4- 


*/2 


Pcosw  <frcos(P,  u) 
Qw  Acos(Q,  w), 


tdo  étant  la  valeur  initiale  de  w à l’origine  du  temps. 

Pour  démontrer  ce  théorème  (*),  nommons  «,  6,  y les 
composantes  de  la  vitesse  to  et  X,  Y,  Z celles  de  la 


(*  ) Ce  théorème  a été  aussi  démontré  par  M.  Combes  (^Cours  de  Méca- 
nitjue  professe  à l'École  des  Mines).  Dans  re.xcmplairc  qu'il  possédait, 
M,  Stnrm  avait  ajoute  en  marge^a  démonstration,  que  nous  reproduisons 
ici. 
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force  motrice.  P.  En  conservant  les  notations  déjà  em-- 
ployées,  on  à 

oij.,  à cause  de  « = a,  -f-  a,  ^>  = -f-  6, . . . , 


ria,  f/a  ^ , 


‘ Mais  l’équation  de  condition  L = o donne 


f/L  f/L  f/L  , dL  f/L  , 


dx  dy  , 

puisque  — = «,  — = 6,...,  et 


••-  f/L  f/L  f/L  , f/L  f/L  , 

. -77  -f-  -7-  «.+  -T-0,  + — C,  +—  f«,  -t-.  . . =0, 

« dt  dx  , dy  dz  dx 

puisque  les  vitesses  «i,  i,,. . sont  compatibles  avec  les 
liaisons  du  système  à l’époque  t. 

Donc,  en  retranchant  les  deux  équations  précédentes, 


on  aura 


f/L , , f/L  , , , . 

. — (ff  — f/,)  (i  — />,) -t-. . . =0, 


f/L  f/L  „ 

-J—  a q-  -7—  6 -f- . . . — O. 

dx  dy 


‘Donc  on  peut  prendre  pour  vitesses  virtuelles  a.dt, 
6f//, . . , c’est-à-dire  faire  . 

Sx—7.dt,  5/ = 6 f/< , . . . , 
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01  l'équalion  (/)  devient 


=^^m(ada  + êrfë  + 7^7). 

Le  second  membre  est  égal  à ^ et  les  composantes 

de  la  force  Q étant  — — Q — r’  — Q^’  for- 
mule  précédente  revient  à 

rf.^/7jw’=  a^Pwrfrcos'Pjw)  + a^Qurf/  cos(Q,o>), . 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

On  peut  encore  supposer  dans  cette  formule  que  les 
forces  Q soient  des  forces  égales  et  contraires  à celles  qui 
seraient  capables  de  produire  le  mouvement  fictif  à l’aide 
des  liaisons  données  ; car  on  aurait  d’après  le  principe  de 
d’Alcmbert 

sans  avoir 

• •• 

y/iitrement.  On  a les  deux  équations 

2[(^  + (z  - 5)^*]='’’ 

2;[(x,-^5)^xh- (z,- m J z] = o, 

en  appelant  X,,  Yj,  Z,  les  composantes  des  forces — Q qui 
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donneraient  aux  points  le  mouvement  Gctif.  De  là 

2;  [(X  - X,)5x  - +.  . .]  = O. 

OU 

2[(x-X.-m:^)^x+...]=o. 

Mais  on  peut  prendre  dx=atît,  ây=Sdt,.... 
Donc. . . ('*').  • 

Cette  proposition  comprend  le  beau  théorème  que 
M.  Coriolis  a donné  pour  l’extension  du  principe  des 
forces  vives  ou  de  la  transmission  du  travail  aux  mouve- 
ments relatifs  en  vertu  desquels  les  points  d’un  système 
animés  de  leurs  vitesses  acquises  à chaque  instant  s’écar- 
teraient des  positions  inGniment  voisines  qu’ils  pren- 
draient dans  le  système  solidiGé.  M.  Coriolis  a fait  des 
applications  importantes  de  son  théorème  : il  en  a donné 
un  autre  analogue  pour  estimer  la  force  vive  dans  le  mou- 
vement Gctif,  et  qui  peut  aussi  être  généralisé,  comme 
l’exprime  la  formule  suivante  : 

= a2Pt»,rftcos(P, f'i)  — 2^  Qw<*cos(Q,m), 

qui  suppose,  toutefois,  les  liaisons  indépendantes  du  temps. 
Dans  cette  hypothèse,  en  ajoutant  les  valeurs  précédentes 

de  to*  et  de  d ^ rm’] , on  retrouve  l’équation  or- 

dinaire des  forces  vives. 

Dans  la  démonstration  de  ces  formules , on  observe 
qu’en  décomposant  le  mouvement  réel  de  chaque  point  en 
un  mouvement  Gctif  quelconque  satisfaisant  à toutes  les 
conditions  du  système,  et  en  un  mouvement  relatif,  ce 
dernier  peut  toujours  être  pris  pour  un  mouvement  vir- 


(*)  AppUcation.  — Prendre  le  tnouTemeoi  d’une  planète  pour  le  mou- 
reme«it  réel  et  le  mouvement  elliptique  pour  le  mouvement  ficUr. 

{Note  de  HÊ.  Sturm.) 
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tuel  qnelcbnque  compatible  avec  toutes  les  liaisons  don- 
nées, quand  bien  même  clics  dépendraient  du  temps 
explicitement.  Cette  remarque  suffit  pour  déduire  de  la 
formule  générale  de  dynamique  toutes  les  équations  du 
mouvement  relatif  du  système,  en  supposant  connu  le 
mouvement  fictif  à chaque  instant. 

Note  sur.  le  théorème  de  la  page  353.  — La  vitesse  du 
point  m ne  peut  varier  d’une  manière  continue  depuis 
jusqu’à  t'i  pendant  le  temps  6 si  les  nouveiresliaisonsL  = o, 
M = o, . . . sont  indépendantes  du  temps  ; car  pour  t = o 


(•) 


djr 


rfL 
cLx 

rfM  rfM  , 

dx  dy 


<"> 


puisque  les  vitesses  sout  incompatibles  avec  les  liaisons 
L = o,.M  = o, . . . , ou  r/L  = O,  JM  = O, ... . 

Mais  dans  l’instant  suivant  t',  la  vitesse  devient  v'  et 
doit  être  compatible  avec  L = o,  _M  = o,...,  puisque 
ces  liaisons  doivent  par  hypothèse  subsister  depuis  t = o 
jusqu’à  t = 0 et  au  delà.  On  a donc  pour  t = t' 


(«) 


— 

dx 


fiy 


ont  sen- 


Mais,  dans  les  formules  (i)  et  ( 2), 

' ' ' ' ’ rij:  dy 

siblemeut  les  mêmes  valeurs,  puisque  les  points  ne 
sont  pas  sensiblement  déplacés.  D’ailleurs  la  vitesse  va- 
riant d’une  manière  continue,  v'  diffère  infiniment  peu 

de  V,  a'  de  a f b'  de  b.  et  c'  de  c.  Donc  b + . . . 

dx  dy 


diffère  infiniment  peu  de 


dx 


dy 


...,  c’est-à-dire 


de  zéro,  ce  qui  .est  faux,  puisque  les  vitesses  initiales  a,  b,c 

dy 


...  . rfL  rfL , 

sont  arbitraires,  et  que  par  con.sequent  ^ ~ ' 
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peut  avoir  une  valeur  quelconque  diirérente  de  zéro.  Mais 
il  n’y  a plus  aucune  absurdité  si  l’on  suppose  que  les  liai- 
sons L = O,  M = o,...  contiennent  le  temps  pendant 
le  temps  6 et  deviennent  ensuite  indépendantes  du 
temps;  car  la  liaison  L=o  peut  être  exprimée  par 
O [x,  jr,  Z,  x',...)  = t ou  'l'(t),  'I' (0  étant  très-petit 
pendant  le  temps  Q et  nul  après  ce  temps,  tandis  que 
<p’  (t)  a une  valeur  finie  qui  s’évanouit  après  d. 

En  supposant,  par  exemple, 

fl 

L = — — — 9 = 0, 

U 

on  aura  pour  un  temps  quelconque  (depuis  zéro  jus- 
qu’à 0) 

rfL  fiL  d.r  d\j  dy 

dt  dx  dt  dy  dt  ’ 

d’où,  pour  t = O, 

dL  dL 


dL  , 

, rt  4-  -T-  P -f-.  . . = o. 
dx  dy 


T . dL  it  dL  , . 

Ici  ——  = 1 î-î  et  pour  f = O on  a — - = 2.  l.es  va- 

• 9 / dt 


leurs  de  x,  r,  z et  celles  de 

’ dx  dy 


ne  varient  pas 
dL 


sensiblement  pendant  l’intervalle  de  temps  6.  Mais  — 

décroît  depuis  2 jusqu’à  zéro  et  au  delà  de  6 reste  nul, 
puisque  L ne  contient  plus  t. 

Pour  t > 0,  on  a 


dL 


rfM 


dt  ' dt 

On  a pour  un  têmps  t quelconque 

, rfL  , 

— — àx->r  -y-  Sy 

dx  dy 

JM  , rfM  , 

— 4-  — 4-  . . 

dx  dy 
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aij  uLà  I 

et  comme  — ) > • ■ • restent  sensiblement  constants, 

tlx  dy 

dx,  dy,  âz  sont  constants  pendant  le  temps  6 et  les 
mêmes  qu’à  la  fin  du  temps  6.  On  peut  donc  prendre 
dx  -■=  fli  fit,  or  ==  l)\  fit, . . . , puisqu’on  a ainsi 


dL  dL  , 

+ b,  + ..  =o. 


à cause  de  — = O,  c’est-à-dire  prendre  pour  déplace- 
ment virtuel  pendant  toutje  temps  6 le  déplacement  réel 
qui  a lieu  à la  fin  de  ce  temps  quand  L est  devenu  in- 
dépendant du  temps.  Or  on  a,  en  faisant  abstraction  des 
forces  extérieures, 


Intégrant,  en  supposant  ôx,  âj,...  constants  depuis 
f = O jusqu’à  t = 6, 


^ /w[(/7i  — a)Sx  +.  ..]  = o. 


11  est  permis  de  prendre  3x~a,dl , Sy=h,dl,,..-,  alors 

2 m — O (*). 

Vérijication , méthode  inverse.  — -Appliquons  au 


(*)  Celle  équation  est  la  première  de  la  page  353.  On  en  déduit 
comme  plus  haut  le  théorème  énoncé.  La  démonstration  précédente  avait 
été  indiquée  par  51.  Sturm  à M.  l'abbé  Julien.  Voir  Prohïèmrs  de  méca- 
n/yMC  rationnelle,  Paris,  i855,  t.  Il,  p.  q35. 


Digitized  by  Google 


NOTE  I.  365 

point  m,  supposé  libre  et  animé  de  la  vitesse  initiale  v 

I rt  ^ dlâ  L rfM 

pour  « = O , les  torces  / -r-  » A — 5 • • • , a — — , . . . . On  a 

dx  dy  ' dx 


dl. 


û’M 


dt‘ 


dx 


Supposons  que  pour  un  temps  t,  entre  zéro  et  0,  x,  y,  z 

, . . dh  rfM 

restent  a peu  près  constants,  ainsi  que  — > » • * • ’ 

quoique  L contienne  t.  En  intégrant  l’équation  précé* 
. dente,  on  aura 

r , '/L  r\  , du  ro  , 

Supposons  ^ dx  -h  ~ d y = O : dx,  dy, ...  reste- 
ront constants.  On  aura 

m [(a,  — a)  -h . . .] 

/rfL.  dL,  \ r\  , 

m(a,  — fl)  n, -1-.  . . — O. 

Autrement  et  plus  brièvement  on  a 

Intégrant,  on  a,  puisque  dx,  dy,  dz,. . . ne  varient  pas 
avec  le  temps, 

et  entre  les  limites  zéro  et  0 

2 (<*i  — fl)^X  -f-.  . . J = o. 
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NOTE  II. 


SUR  LR  MOUVEMENT  DU  PENDULE  SIMPLE,  EN  AYANT  EGARD  AU 
MOUVEME.NT  DE  LA  TERRE. 


( Loçon  faite  par  M.  Sturm  à la  Faculté  des  Sciences,  en  Juin  (*) 

Soient  X,  Y,  Z les  coordonnées,  rapportées  à trois  axes 
rectangulaires  lixes,  de  l’ex- 
trémité M du  pendule  ; le 
point  M est  solli’cité  par  deux 
forces  dont  l’une  est  la  ré- 
sultante des  attractions  des 
diverses  parties  de  la  terre, 
tandis  que  l’autre  provient 
de  l’attraction  du  soleil  et  des 
autres,  corps  célestes.  Nommons  g et  ces  deux  forces 
rapportées  à l’unité  de  masse  et  désignons  parg-^,  g^,  g^, 
leurs  composantes  parallèles  aux  axes.  Eu  appe- 
lant dX,  dY,  3 Z les  variations  des  coordonnées  X,  Y,  Z 
qui  résultent  d’un  déplacement  virtuel  quelconque  du 
point  M,  on  aura  l’équation 


/rf’X 
\ dt^ 


(d^Z 

'^VdF' 


■Si  — /^Vz  = o. 


Appelons  a,  (3,  y les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
G de  la  terre  et  x,  z celles  du  point  M par  rapport  k 
trois  axes  parallèles  aux  axes  fixes  menés  par  le  centre  de 
gravité.  On  aura 


X = a-|-a:,  Y = p-i-r,  Z = 7 -t- z, 


(*)  ^ous  devons  h l’obli^feancc  de  M.  Piiiseux  la  rédaction  de  cette 
Leçon  sur  laquelle  nous  n’avons  trouvé,  dans  les  papiers  de  M.  Stiirin, 
que  des  notes  Incomplètes. 
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et  si  l’on  observe  que  les  coinposanlc.s  . . , peuvent 

aussi  bien  être  représentées  par g,, . . . , on  remplacera 
l’équation  précédente  par  celle-ci  ; 


t 

Mais  si  l’on  admet,  comme  nous  le  ferons,  que  la' 
force ysoit  la  même  en  grandeur  et  en  direction  pour  tous 
les  points  de  la  terre,  et  si  l’on  nomme  p la  masse'  d’un 
point  de  celle-ci  et  M sa  masse  entière,  les  principes  gé- 
néraux de  la  dynamique  nous  donneront  l’équation 


M 


, </’a 


f*  ~ 


dO 


=/z. 


On  aura  de  môme 


d(‘ 


d'‘  7 

~dF 


Par  suite  l’équation  établie  ci-dessus  deviendra 

ainsi  le  mouvement  du  pendule  sera  le  môme  que  si,  le 
centre  de  gravité  étant  immobile,  le  point  M n’était  sou- 
mis qu’à  l’attraction  de  la  terre. 

Supposons  que  l’axe  Gz  passant  par  le  centre  de  gra- 
vité soit  l’axe  de  rotation  de  la  terre  ('•').  Soit  P le  point 


Et  que  les  X positives  soient  diri('écs  vers  1p  pôle  boréal;  aclmelloits 
du  plus  que  la  rotation  se  fasse  de  vers  Gr. 
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de  suspeusion  du  pendule  PM;  abaissons  du  point  P sur 
l’axe  la  perpendiculaire  PK  que  nous  désignerons  par  r; 

appelons  ri  la  vitesse  angnlaire 
de  rotation  de  la  terre  et  comp- 
tons le  temps  t à partir  du  mo- 
ment où  la  droite  PK  se  trouvait 
dans  le  plan  Gjz  ; les  coordon- 
nées du  point  P relativement  à 
l’origine  G seront 

X = r sin  nt, 
y ~ r cos  nt, 
z—k, 

k désignant  une  constante.  Si  l’on  prend  la  seconde  sidé- 
rale pour  nnité  de  temps,  le  nombre  n est  égal  à 

environ  ; on  voit  qnc  c’est  une  petite  fraction. 

Regardons  maintenant  le  point  P comme  l’origine  de 
trois  nouveaux  axes  de  coordonnées  Px, , Pj'i,  Pzi  que 
nous  supposerons  emportés  avec  la  terre.  Nommons  a,  b,  c 
les  cosinus  des  angles  que  Gx  fait  avec  ces  nouveaux 
axes,  a',  b',  c'  ceux  des  angles  que  fait  Gj^,  et  a",  b",  c" 
ceux  des  angles  que  fait  avec  les  mêmes  axes  le  prolonge- 
ment G.z' de  Gz.  On  aura  . , 

X = rsin/if  «.r,  -j-  by,  4-  ci, , 
y = rcQsnt  -+-  a'x,  -t-  b'y,  -f-  c'i, , 

Z = k — (a".r,  4-  b"y,  4-  c"i,). 

La  quantité  g^âx-t-  -h  g,àz  exprimant  le  mo- 
ment virtuel  de  la  force  g,  conserve  la  même  valeur  quels 
que  soient  les  axes  des  coordonnées;  l’équation 


Fig.  193. 
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peut  donc  s’écrire 
d'x 


Sy  + '^Sz=g,^ Sx,  + g>,  Jr,  -f-  g’,, S t, . 


d(‘  • ' dO 

Mais  on  a 


S X — aS x,-\-b  Sy,  -h  c^ z, , 

Sy  = a'  Sx,  + b'Sy,  + c'Sz„ 

Sz  — — (a" Sx,  + b"3y,  -4-  c"Sz,). 


Fig.  19/1, 


D’un  autre  côté,  menons  par  le  point  P les  droites 
P^,  P«,  PS  respectivement 
parallèles  à Ga*,  Gy,  Gz',  et 
dans  le  plan  P^>j  perpendicu- 
laire à G Z,  menons  PE  per- 
pendiculaire à la  droite  KPF, 
dans  le  sens  de  la  rotation. 
I.es  angles  des  droites  PE, 
PF  avee  Px,,  Pji,  Pz,  ne 
varieront  pas  avec  le  temps, 
et  l’angle  FPrj  étant  égal  à 
nt,  on  aura 

fl  = cosxiPÇ  = cosnrcosEPx, -4-sinnrcosFPxi, 
b=  cos/iPÇ  = cos/jfcosEP/,  -I-  sinnrcosFPj  I, 
c =cosZ|PÇ  =cos«fcosEPz,  4-sin/ifcosFP2|, 

a'  = cosx, Pïj  = — sin«rcosEPx,  -4-  cos«rcosFPx,, 
b'  = cos/iP>i  = — sinwfcosEPj,  -4-  cosnfcosFPT",, 
c'=cos2,Pn  = — sin/jrcosEPz, -4-cos/7/cosFPz,  : 

a",  b",  c"  sont  indépendants  du  temps. 

On  conclut  de  ces  formules 


da 

Tt 

da' 

~dt 


= na  , 


db 

A 


de 

dt~ 

dc^ 

dt 


II. 
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L’équation 

x-=z  r sin  n/  -t-  fl.r,  + iij,  + ri, , 
nous  donne  par  suite 

dx  dXi  , dvi  dz^  , , , , ' 

— /jrcosnt-t-  fl  — -t-o—  +c— — h-fl«  x,-\-nb'Yi  + nc'z,, 
dt  • dt  dt  fit 

d'x  . d'x,  ,d’Xi  d^z, 

dt‘  dt'  dt'  dt 

,dx,  ,,dr,  ,dzi  , 

_l_  a na  ——  7.nb  — — |-2nc  — n'ax,  — n'by,  — nVz, . 

dt  dt  dt 


On  aura  pareillement 


d'y  , ,d'x,  ,,d'r\  ,d'z, 

— — = — n'rcosnt  -h  fl'  —J—  + b —j—  -t-  c 
dt'  dt'  dt'  dt' 

, dx,  dy,  dz,  • 

— ma— inb— inc  — n'a  — n’o  ri — /iV*,, 

dt  dt  dt  ■’ 


et  de  plus 


d'z  _ *d'x,  ,«d'y,  d' z, 


dt' 


de 


b”—^—c" 
dt'  dt' 


Observons  maintenant  que  les  coordonnées  Xi,  y^.,  Zi 
du  point  mobile  M doivent  vérifier  l’équation 

l désignant  la  longueur  du  pendule  : il  en  résulte 


Y Jx,  4- "y  J Jl,  = O. 

Ajoutons  cette  équation  multipliée  par  un  facteur  in- 
déterminé X à l’équation 

d'x  d'y  ' d' Z ^ 


di' 


dt' 


(i  ^ «I*  d ^ y*  i 

et  remplaçons  ô.r,  ôj,  âz,  —,  — par  les  valeurs 
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J + 2na'~  -h  2nb'  ^ + 2/ic'  l (^aSx,  + hSx,  -(-c5zi) 

I — n^ax,  — n^bjr,  — rt’cz,  1 

- /l’rsin/j; 

-|- I — 2na‘^  — 2nb — 2nc I ^a' Sx,+b'Sy,+c'iz,) 

- n^a' X,  — n^b' y,  — n’c'z, 

, — n’/cosnf 

— — S>.  — ff*.  ^ 

Nous  pouvons  maintenant  dans  cette  équation  égaler  sé- 
parément à zéro  les  coeflScients  de  dx^,  âyt,  3z„  et  si 
nous  avons  égard  aux  relations  connues 


. dz, 


ft>4-6'>  + 6"*=iî 
r»  -(-  c'»  4-  f"'  = I , 

hc  + *'c'4-6"c"  = o, 
ac  -\-  a'  c'  -h  a"  c"  ~ o, 
ab  + a'  b'  a"  b"  =0, 

l)c’  — cb'  = a" , ca'  — fie'  = b" , ab'  — ba'  = c" , 
et  aussi  aux  formules 

asinnf  4- 6' cos/it  = cosFPar, , 
bsmnt  4-  b'cosnt  = cosFP/, , 


csin/>f  4-  c'  cosnt  = cosFPz, , 


24. 
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nous  trouverons 


«'O'i 


,dz, 


dO 


4-  OL/ic"  ~ — y.nb"—~- — n'jr, + 4-  A'i,4-c"Z|) 

fit  fil  , 

— /l’rrosFPj,  + — = o. 


— 7,nc"~'  + 2no"^'  — + é"/, 

^ V 

— nVrosFPr,  H — -d  — — o, 

rf’s,  ,„djc,  .,dr,  , , ^ 

l-2no ‘iria /i’z,4-n’c  («  fr, -\- b y,  + c z,j 

fit'  fil  fit 

— n’rcosFPz,  -+■  —g,,  = o. 

Ces  équations  nediilèrentducelles  du  mouvement  d’un 

point  libre  que  par  les  termes  —S  — » — ' qui  pris  en 

signes  contraires  expriment  les  composantes  parallèles 
aux  axes  Pxi,  Pj,,.P«i  d’une  force  }.  dirigée  dans  le  sens 
MP  suivant  le  fil  qui  supporte  le  point  M.  La  tension  de 
ce  fil  est  donc  égale  à X. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  dans  les  trois  équations 
du  mouvement  obtenues  tout  à l’heure  les  termes  en  n*, 
pris  en  signes  contraires,  représentent  les  composantes  de 
la  force  centrifuge  du  point  M due  à la  vitesse  de  rota- 
tion n.  En  effet  soit  I la  projection  du  point  M sur  l’axe 
de  rotation  G«;  le  quadrilatère  PMIR  projeté  sur  l’axe 
Px,  nous  donnera 

KPcosFPx,  4-  PMcosMPx, 

4-MIcos(1HI,  j:,,)  4- IK  cos(IK,  Xi)  = o, 

ou  bien  en  observant  que  l’angle  (I\I,x,)  est  le  supplé- 
ment de  (MI,x,  ), 


MI  cos(IM,i|)  = rcosFP-r,  4-  -l'i  — a" [a" x,  4-  b"y,  4- 
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et  par  suite 

/j’.  Mlco$(IM  ,Xi)  =nVcosFPx,  + n’x, 

— n’a"(a"x,  ■+■  + c"z,). 

Or  le  premier  membre  est  la  composante  suivant  Px,  de 
la  force  centrifuge  du  point  M due  à la  vitesse  de  rota- 
tion n : les  termes 


— «’x,  -t-  n’a"(a"x,  -f-  b"y,  4-  c"z,)  — «’rcosFPx,, 

qui  se  trouvent  dans  l’équation  en  expriment  donc 

cette  même  composante  prise  eu  signe  contraire. 

Appelons  y la  force  centrifuge  pour  le  point  M et 
J\,  ses  trois  composantes  parallèlement  aux  axes 
Px.,P/„Px,  5 nos  trois  équations  pourront  s’écrire 


d’x,  , , „ dr,  di, 


d'y.  Xr,  ,,  f/x,  „ dzy 

—P.  -f.  _ 2 ne"  — -h  2 na"  -1  — f — 

dO  l dt  dt 


or, 


O, 


d'z,  X;,  ,„dx,  „dr,  . 


Les  quantités  -I-  gx,,fr,  -+-  gr,^f>,  + gi,  sont  les  com- 
posantes de  la  pesanteur  apparente  au  point  M,  c’est- 
*â-dire  de  la  résultante  de  l’attraction  de  la  terre  et  de  la 
force  centrifuge.  Désignons-les  par  p. , et  les 

trois  équations  précédentes  deviendront 

rf’x,  , Xx,  ,,  dy,  dz, 

_ + -^-^nb  -^-P.,  = 0, 

' d'y,  Xvi  „ dx,  dz, 


dXf  dt'f 


Jusqu'à  présent  nous  n’avons  pas  déterminé  les  diroc- 
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lions  des  axes  des  x,,  y,,  z,  : supposons  maintenant 
qu’on  fasse  coïncider  l’axe  des  Zt  avec  la  position  d’équi- 
libre Pm  du  pendule  ('*').  l,es  équations  précédentes 
doivent  être  vérifiées  lorsqu’on  suppose  le  pendule  en 
repos  dans  cette  position;  si  l’on  observe  qu’alors  on  a 
X,  =0,  Xt  ~ O,  Zi  = o,  et  si  l’on  appelle  P la  valeur 
correspondante  de  i,  011  aura  pour  le  pendule  en  équi- 
libre 

Pm,  = o,  Pj,  = o,  />,,  =P. 

On  voit  par  là  que  la  tension  P du  fil  dans  la  position  d’é- 
quilibre se  confond  avec  la  pesanteur  apparente  p au  point 
m.  Si  maintenant  on  néglige  les  variations  que  cette  pe- 
santeur apparente  éprouve  en  grandeur  et  en  direction 
dans  l’étendue  des  excursions  du  pendule,  on  pourra  dans 
les  équations  du  mouvement  remplacer  par  zéro, 
Py.^  par  zéro  et  p,^  par  p : elles  deviendront,  à ce  degré 
d’approximation, 


dt' 

d'yt 

dt' 

^ i 

d' I, 

X 2, 

H T 

dt 

.U 


dt 


— 2 ne  — — h 2 na  -J-  = O , 


dl 

V'tl 

dt 


dt 

„ 

- 2 na  — 0 = 0. 

dt 


La  pesanteur  apparente  est,  comme  on  l’a  dit,  la  ré- 
sultante de  l’atlraclion  de  la  terre  et  de  la  force  centri- 
fuge. Si  l’on  regarde  la  première  force  comme  constante 
en  grandeur  et  en  direction  dans  l’étendue  des  excur- 
sions du  pendule  (et  en  effet,  ignorant  la  constitution 


(*)  fioia.  On  doit  remarquer  que  la  direction  Pm  du  pendule  en 
équilibre  est  celle  de  la  verticale  ou  de  la  pesanteur  apparente  au  pointm, 
mais  qu’elle  est  (rénéralemont  diiTérente  do  la  direction  de  la  verticale  au 
point  de  suspension  P.  L’écart  de  ces  deux  verticales  explique  la  déviation 
entre  l’est  et  le  sud  qu’on  observe^Hans  la  chute  des  corps  qui  tombent 
d’une  grande  hauteur.  , 
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intérieure  de  la  terre,  nous  ne  savons  pas  apprécier  les  ' 
variations  que  cette  force  éprouve)  ; mais  qu’on  veuille 
tenir  compte  des  variations  qu’éprouve  la  force  centrifuge 
dans  les  mêmes  limites,  on  pourra  encore  regarder 
5/.»  ë‘>  comme  ayant  toujours  les  mêmes  valeurs  que  dans 
la  position  d’équilibre^  mais  cela  ne  sera  plus  permis  pour 
f^i’>  y*i*  " 

Pour  nous  débarrasser  des  quantités  g,,,  g^^',  g.^,  écri- 
vons que  les  équations  du  mouvement,  telles  que  nous  les 
avons  obtenues  d’abord,  sont  vérifiées  lorsqu’on  y suppose  ’ 
à Xi,  ji,  Zi  les  valeurs  constantes  x,  = 0,  ji  = o, 

Zi  = I.IX  nous  viendra 

, n'a"c''l  — n’rcosFPx,  — = . • 

n'b"c"l  — «’r  cosFPji  — = o, 

P — n’/  -I-  — n'r  cos  FPz,  — g,,  = 0. 

Tirons  de  là  les  valeurs  de  g^^,  g_,,,  g.,,  et  regardons-les 
comme  convenant  à une  position  quelconque  du  point  M : 
alors  nous  pourrons  les  substituer  dans  les  équations  du 
mouvement,  et  elles  deviendront 


— -1  H h 2 ne"  -4-  — inb"  — 

d(^  l fit  dt 

. — n’x,  4- n’a"[û"xi -h  -+- e"(ïi — 01— 

d^y^  > Vi  „ dxt  , ,,  drt 

— 2/zc"  — 4-  2na"  -4- 
dO  l dt  dt 

n’/i  -t-  n’  b"{a"xt  4-  é"r,  4-  c" (i,  — /)]  = o , < 

% 

d'z,  dx,  „ dy, 

dt^  l dt  . . dt 

? 

— n'  (z,  — 7)  4-  n’c"[n".ri  4-  b"jr,  4-  c"  (z,  — /)]  — P = o. 

Ën  négligeant  les  termes  en  n*,  on  retrouverait  les  équa.' 
lions  qu’on  a obtenues  tout  à l’heure  eu  négligeant  les 
variations  de  la  force  centrifuge. 

Concevons  le  plan  passant  par  la^  position  d'équilibre 
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Pot  du  pendule  et  par  une  parallèle  à l’axe  de  rotation  de 
la  terre  ; c’est  ce  qu’on  appelle  le  plan  du  méridien  poul- 
ie point  OT.  Prenons  l’axe  des  oTi  perpendiculaire  à ce 
plan,  on  aura  a"  = o,  et  si  l’on  fait 

b"  = cos  7 , • c"  = sin  7 , 

l’angle  y sera  la  latitude  du  point  m.  Les  équations 
précédentes  deviendront,  en  supprimant  les  indices  des 
lettres  x,  y,  z, 

d'x  . dy  dz 

— 1-  — -f-2/i  sin7  2rt  COS7  — + des  termes  en  o, 

dv  l dt  dt 


d'y  \y  . dx 

_ + __,„s.n7- 

d'z  Z _ dx 

_ + __P  + ,„cos7^ 


- des  termes  en  n'  = o, 
• des  termes  en  /i’=  o, 


et  en  négligeant  les  termes  en  n’  ou  les  variations  de  la 


force  centrifuge 
d':. 


>.  X . dy 

„sin7- 


dt 

a n cos  7 ™ = o , 


d'y 

de 


dx 


■ 2/ïsin7  — = 0, 

/ * dt  ' 


d^  Z \ Z ^ dx 

Bornons-nous  à ces  dernières  équations  ; si  la  terre  était 
immobile,  de  sorte  qu'on  eût  n = o,  elles  se  réduiraient  à 


d’x 

~dê 


\x 

- = o. 


d'y  , 

dt'  l ' 


d'z  \z 

-TT  + T — P = 0. 

dt'  l 


Admettons  de  plus  que  le  pendule  s’écarte  peu  de  sa  po- 
sition d’équilibre,  et  regardons  x et  comme  de  très- 
petites  quantités  du  premier  ordre-,  en  vertu  de  l’équation 

x' + y'-y-z'  = l', 

Z ne  différera  de  l que  de  quantités  du  second  ordre,  et  en 
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les  négligeant  la  troisième  des  équations  ci>dessus  nous 
donnera  X = P;  par  suite  les  deux  autres  deviendront 


d^x 

~1F 


ÏZ 

l 


O. 


Ne  supposons  plus  maintenant  n = o,  mais  regardons 
n comme  une  petite  fraction  ; nous  allons  montrer  qu’on 
a encore  deux  équations  semblables  aux  précédentes,  mais 
par  rapport  à des  axes  qui  tourneraient  uniformément 
autour  de  la  verticale  Pm  du  point  m.  En  effet,  la  troi- 
sième équation  du  mouvement  nous  donne 


> = P ^ 2/ÎC0S7 


dx 

~dt' 


portons  cette  valeur  dans  les  deux  autres  et  négligeons-y 
les  termes  du  second  ordre;  elles  deviendront 


d^x 

HF 


Px  dy 

— + 2.n%\a'i  — — O, 


• d'x  Pr  . dx 

Imaginons  maintenant  dans  le  plan  Pxi  y,  deux  droites 
rectangulaires  mobiles  Vx',  Vj'  tournant  autour  du 
point  P avec  la  vitesse  angulaire  constante  n sin  y = X : si 
nous  appelons  x',  z les  coordonnées  de  l’extrémité  du 
pendule  par  rapport  aux  axes  Px',  Pj'',  P^,  nous  aurons 


X —x'coskt  — ^'sinX/,  J — x'sin  ht  y' co% ht, 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précé- 
dentes, puis  supprimant  les  termes  qui  contiennent  le 
produit  de  «*  ou  de  A’  par  des  quantités  du  premier  ordre, 
il  viendra 


( 

( 


il 

dO 

dt^ 


pn  , id^-n  P.i\  . , 

y I cosX/— -h -y- ) sm/f  = O, 

P?\  . , /rf’ii  P>i\  , 

T ) \ ^ T ) == 


\ 
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dt'  dt' 


' équations  pareilles  à celles  qu’on  avait  trouvées  dans  la 
supposition  de  la  terre  immobile.  Ainsi  en  supposant 
l’amplitude  des  oscillations  très-petite,  la  projection  hori- 
zontale de  l’extrémité  du  pendule  se  mouvra  sensiblement 
par  rapport  aux  axes  mobiles  Po:',  Ÿy'  comme  elle  le 
ferait  par'  rapport ^ux  axes  Po:,,  Pj,  si  la  terre  était  en 
repos.  Si  donc  chaque  oscillation  est  à peu  près  .plane,  le 
plan  dans  lequel  elle  paraîtra  s’accomplir  tournera  au- 
tour de  la  verticale  avec  la  vitesse  angulaire  nsin^. 
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' DES  PROPOSITIONS  ET  DES  FORMULES  PRINCIPALES 


COnENUES 

DANS  LE  SECOND  VOLUME  DU  COURS  DE  MÉCANIQUE. 


VINGT-SEPTIÈME  LEÇON. 

TRANSFORMATION  ET  COMPOSITION  DES  COUPLES. 

339.  Translation  d’on  couple  dans  un  plan  paral- 
lèle AU  SIEN.  — Le  bras  de  levier  d’un  couple  est  la 
perpendiculaire ‘commune  menée  entre  les  directions  des 
- forces.  On  nomme  moment  d’un  couple  le  produit  de 
l’une  de  ses  forces  par  le  bras  de  levier. 

34D,  341.  Un  couple  peut  être  transporté  parallèle- 
' ment  à lui-méme  dans  son  plan  ou  dans  tout  plan  pa- 
rallèle et  tourné  comme  on  voudra  dans  ce  plan  sans 
que  son  action  sur  le  corps  auquel  il  est  appliqué  soit 
changée,  pourvu  qu’on  suppose  le  nouveau  bras  de  le- 
vier invariablement  fixé  au  premier. 

342.  Equivalence  des  couples  qui  ont  le  même  mo-, 
MENT.  — Un  couple  peut  être  remplacé  par  un  autre 
couple,  de  bras  de  levier  différent,  pourvu  que  leurs 
moments  soient  égaux. 

343.  Pour  connaître  le  sens  d’un  couple,  il  faut  sup- 
poser fixé  le  milieu  du  bras  de  levier  et  examiner  dan.s 
quel  sens  chaque  force  tend  à faire  tourner  ce  bras  de 
levier  dans  son  plan.  Il  ne  faut  pas  confondre  cette  rota- 
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tiou  liflivc  avec  celle  du.corps  auquel  le  couple  est  sup- 
posé appliqué. 

341.  Composition  des  couples  situés  dans  un  même 

PLAN  ou  DANS  DES  PLANS  PAllALLÈLES.  DcUX  COUpleS 

situés  dans  un  même  plan  ou  dans  des  plans  parallèles 
''  se  composent  en  un  seul,  situé  dans  un  plan  parallèle  à 
celui  des  couples  proposés,  et  dont  le  moment  est  égal  à 
la  somme  ou  à la  différence  des  moments  dos  couples 
composants,  suivant  qu'ils  tendent  à faire  tourner  leur 
plan  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires. 

34o,  346.  Des  couples  en  nombre  quelconque,  situés 
dans  un  même  plan  ou  dans  des  plans  parallèles,  se 
composent  en  un  seul  situé  dans  un  plan  parallèle  à 
ceux  des  couples  proposés,  et  dont  le  moment  est  égal 
à la  somme  algébrique  des  moments  de  ces  derniers,  en 
regardant  comme  positifs  les  moments  des  couples  qui 
tendent  à faire  tourner  leur  plan  dans  un  certain  sens,  et 
comme  négatifs  les  moments  des  couples  qui  tendent  à 
faire  tourner  leur  plan  dans  le  sens  opposé. 

347.  Composition  des  couples  situés  dans  des  plans 
QUELCONQUES.  — Si  l'on  mène  dans  les  plans  des  deux 
couples  donnés  deux  droites  AB,  AC,  perpendiculaires 

à r intersection  de  ces 
plans  et  proportionnelles^ 
aux  moments  de  ces  cou- 
ples, la  diagonale  AD  du 
parallélogramme  ABCD, 
construit  sur  ces  deux 
droites,  représentera  en 
grandeur  le  moment  du 
couple  résultant,  dont  le 
plan  passera  par  cette 
diagonale  et  par  l’intersection  AH. 

348.  Autre  manière  de  présenter  i.a  composition  des 


Fig.  ii/i. 
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touvi  Es.  — Par  un  point  O pris  à volonté  sur  le  bras  de 
levier  soit  menée  une  droite  OL, 
perpendiculaire  au  plan  du  cou- 
ple (P,  — P),  cl  dont  la  gran- 
deur représente  le  moment  du 
couple,  cette  droite  étant  dirigée 
d’un  côté  de  ce  plan  tel,  qu’un 
observateur  placé  sur  cette  perpendiculaire,  les  pieds 
sur  le  plan  et  l’œil  au  point  L,  verrait  tourner  ce  plan 
dans  un  sens  convenu,  par  exemple  de  sa  gauche  vers  sa 
droite.  Nous  appellerons  celte  droite  le  moment  linéaire 
du  couple. 

349.  Le  moment  linéaire  du  couple  résultant  de 
plusieurs  couples  situés  dans  des  plans  parallèles  est 
égal  à la  somme  algébrique  des  moments  linéaires  des 
couples  composants. 

350.  Deux  couples  situés  dans  des  plans  différents  se 
composent  en  un  seul  dont  le  moment  linéaire  est  la 
diagonale  du  parallélogramme  qui  a pour  côtés  les 
moments  linéaires  des  deux  couples  composants, 

351.  Les  couples  se  composent  comme  des  forces 
qui  seraient  représentées  en  grandeur  cl  en  direction  par 
leurs  moments  linéaires,  et  qui  passeraient  par  un  même 
point. 


VINGT-HUITIÈME  LEÇON. 

COMPOSITION  ET  ÉQUILIBRE  DES  FORCES  APPLIQUÉES  A UN  SYSTÈME 
INVARIABLE. 

352.  Réduction  des  forces  appliquées  a un  système 
invariable.  — Toutes  les  jdrees  appliquées  à un  corps 
solide  peuvent  se  réduire  à une  force  unique  R,  résul- 
tante des  forces  transportées  parallèlement  à elles- 
mêmes  en  un  point' arbitraire  O et  à un  couple  unique 

(S, -S). 


Digitized  by  Google 


T4BLE  DES  PROPOSITIONS 


382 

353.  Quand  un  système  de  forces  est  en  équilibre,  les 
forces  transportées  parallèlement  à elles-mêmes  en  un 
point  quelconque  se  font  équilibre  autour  de  ce  point, 
et  les  couples  résultant  de  la  translation  de  ces  forces 
doivent  aussi  se  faire  équilibre.  Ces  conditions  sont 
d’ailleurs  suffisantes.  ’ 

35'i.  Si  le  système  admet  une  résultante  unique,  la 
force  R est  parallèle  au  plan  du  couple  résultant.  Cette 
condition  est  suffisante. 

355.  Un  nombre  quelconque  de  forces  appliquées  à 
un  système  invariable  peuvent  se  réduire  à deux  forces 
S T qui  sont,  en  général,  dans  des  plans  différents, 
et  dont  r une  passe  par  un  point  O,  entièrement  arbi- 
traire. Cette  réduction  peut  s’opérer  d’une  infinité  de 
manières. 

■ ..i 

356.  Réciproquement , deux  forces  T et  S , non  situées 

dans  le  même  plan,  peuvent  toujours  se  ramener  à une 
force  et  à un  couple.  , 

357.  Equilibre  d’un  système  de  forces  parallèles 
SITUÉES  DANS  UN  MÊME  PLAN.  — En  nommaut  P,  P’, 

P", . . . , les  forces  données,  x,  x',  xê, ...,  leurs  distances 
à un  axe  des  y qui  leur  est  parallèle,  on  a 

P4-P'-t-P''  + ...=o, 

P.r  + P'x' + P" -t- . . . = o. 

358.  Si  les  forces  données  ne  se  font  pas  équilibre, 
elles  auront  une  résultante  unique  R,  appliquée  à un  > 
point  dont  x,  sera  l’abscisse  : 

R = P + P'+P"+...;  ■' 

Px-(-P'x'-|-P"x"  + ... 

p-t-p'+p"-t-... 

359.  Si  la  force  R était  nulle,  le’système  se^réduirait 
à un  couple. 


I > 
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• 360,  361 . Composition  ET  ÉQUILIBRE  d’uN  SYSTÈME 
DE  FORCES  SITUÉES  DANS  UN  MEME  PLAN.  Soieilt  P,  P', 


Fig.  la 


P'^, , . . , les  forces  données  5 d’un 
point  quelconque  O,  pris  dans 
leur  plan,  abaissons  sur  leurs 
directions  les  perpendiculaires 
OA^p,  OB  = //,  OC=p",.... 
Dans  le  cas  de  l’équilibre,  on 
aura 


P/;-+-Py-t-PV'  + --=o, 
X-i-X'-)-X"-+-...  = o, 


Ainsi  : 1“  la  somme  des  moments  def  forces  par  rap- 
port à un  point  quelconque  de  leur  plan  doit  être  nulle; 
o.°  les  sommes  des  composantes,  suivant  deux  axes  quel- 
conques, doivent  êtt^e  nulles  séparément, 

362.  On  peut  écrire  l’équation  des  moments  sous  la 
forme 

. Xj'  - Yx  + X'/  — Y'  x'  + X'V'  — Y"x"  + . . . = o , 

en  appelant  x,jr,  — les  coordonnées  des  points 

d’application  des  forces.  > 

363.  Si  les  forces  données  ne  so  font  pas  équilibre, 
elles  se  réduiront  à une  force  R et  à un  couple  (S,  — S) 
qui  auront  une  résultante  unique,  si  R n’est  pas  nul.  On 
aura 

R = P + /,'  + yt,"-|-..., 

Rr=Pp+ py + ...  . ' 

Pour  obtenir  la  direction  suivant  laquelle  agit  la  résul- 
tante unique,  soient  x, , jr,  les  coordonnées  d’un  point 
quelconque  de  cette  droite,  et  X", , Y,  les  composantes  de 
la  force  R parallèles  aux  axes;  en  posant 
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on  aura 

— X,j,  4-  Yx,  4-  G =0, 

36t.  Equatious  générales  de  l’équilibre.  — Soit  un 
système  quelconque  de  forces  P, 
P',  P",...  appliquées  à des  points 
A (x,  J,  z),  A'(x',  y,  z'}, 
A"  [x",  j",  z") , . . . liés  entre 
eux  d’une  manière  invariable. 
Décomposons  la  force  P en  trois 
autres  X,  Y,  Z parallèles  à trois 
axes  rectangulaires.  On  ramène 
le  système  proposé  à plusieurs 
forces  dirigées  suivant  les  axes  et  à un  certain  nombre 
de  couples  (X,  —X),  (Y,  — Y),  situés  dans  les  plans 
coordonnés.  En  appelant  AT,  .■1’’,  Z,  les  résultantes  des 
^forces  dirigées  suivant  les  axes  et  L,  M,  N les  moments 
résultants  obtenus  en  composant  les  couples  situés  dans 
chacun  des  plans  coordonnés , on  aura  , 

;r  = X4-x'4-x"4-...i 

r=Y  4- Y' 4- Y"  4-..., 
z = z 4-Z'  4-  Z"4-.  . 

Zy-Yz4-Zy- Y'z'4-..., 

Xz  — Zx  4-  X'z'  — Z' x'  4- ... , 

Yx  — Xr  + Y'x'  — Xy 

365  , 366.  Quand  il  y a équilibre,  on  a 

Y=o,  T=o,  Z~o, 

L=r0,  M=ro,  N=o, 

ou  bien,  en  introduisant  les  intensités  des  forces  P,  P', 
P",. . .,  et  les  angles  a,  (3,  y,  a',  p',  y',. . que  leurs 
directions  font  avec  les  axes, 

P cos  a 4-  P'  cos  a'  4- . . . =:  O, 

P cos  P 4-  P'  cos  P'  4-  . . . ■=  O,  , 

P cos  7 4- P' COS  7' 4- ••.=  O, 


L = 
M = 
N = 


Fig.  ia3. 
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et 

P {y  cos  7 — Z cos  P)  +P'  [y  cos  7'  — z cos  =0, 

P (î  cos  * — XCOS7)  + P'  (z'  COSd'  — .t' cos  7')  + . . . = 0, 

P (jTcos  P — _7  cos  a)  -f-  P'  (x'  cos  — /'cps  a')  -t- . . . = o. 

367.  On  appelle  moment  d’une  force  par  rapport  à un 
axe  le  produit  de  la  projection  de  cette  force  sur  un  plan 

'|)erpeudiculaire  à l’axe  multipliée  par  la  plus  courte 
distance  entre  cet  axe  et  cette  projection.  Si  un  système 
de  forces  appliquées  à un  corps  solide  est  en  équilibre, 
la  somme  des  moments  des  forces,  par  rapport  à trois 
axes  rectangulaires  menés  par  un  même  point,  doit  être 
nulle  pour  chacun  de  ces  axes. 

368.  Les  six  écptations  ' 

X =.0,  J'=o,  Z — O, 

L=o,  M = O,  ÎS=o, 

sont  vérifiées  dans  l’état  d’éc[uilibre  d’un  système  quel- 
conque de  forces.  Mais  ces  conditions  ne  sont  plus  suffi- 
santes pour  assurer  l’équilibre,  et  il  faut  y joindre  de 
nouvelles  équations  qui  dépendent  du  mode  de  liaison 
des  différentes  parties  du  système. 


VINGT-NEUVIÈME  LEÇON. 

SUITE  DE  LA  COMPOSITION  ET  DE  l’ÉQCILIBRE  DE  FORCES 
APPLIQUÉES  A UN  SYSTÈME  DE  FORME  INVARIABLE.  > 

369.  Cas  d’ume  résultante  unique.  — Quand  il  y.ja 
une  résultante  unique,  on  a 

Xr. -H  LM -4- ZN  = o. 

Cette  équation  exprime  que  les  forces  se  réduisent  à 
une  force  unique  pourvu  que  X,  Y,  Z ne  soient  pas  nulles 
, n.  ■ • 25 
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à la  fois,  sans  quoi  le  système  sc  réduirait  à un  roupie, , 
cl  il  u’y  aurait  pas  de  résultante  unique. 

370.  La  droite  suivant  laquelle  agit  la  résultante  est 
représentée  par  deux  des  équations  suivantes  : 

Y Z — Z r I.  = O , 

Z.V  A"3-(-M  = 0, 

Xj-  — Kx  -H  N = O . ' ■ ' 

371,  372.  Cas  d’un  poiwt  fixe.  — La  pression  qu’é-r 
prouve  le  point  lixe  est  égale  à la  résultante  de  toutes  les 
forces  transportées  parallèlement  à elles-mêmes  en  ce 
point.  Les  conditions  d’équilibre  sont 

L = o,  M = O,  N = O. 

373.  Cas  d’un  axe  fixe.  — Quand  il  y a un  axe 

Fif».  135.  fixe  Oz,  ou,  ce  qui  revient  au 

même,  deux  points  fixes  O et 
H,  la  seule  condition  d’équi- 
libre est 

N =:  O. 

On  peut  l’énoncer  en  disant  que 
la  somme  des  moments  des 
forces  par  rapport  h l'axe  fixe  doit,  être  nulle. 

374.  Si  le  corps  peut  glisser  le  long  de  l’axe,  on  a 
deux  équations  d’équilibre 

/ . 

Z = O,  N = O.  . 

37o.  Pour  qu’un  nombre  quelconque  de  forces  appli- 
quées à Un  corps  solide  soit  en  équilibre  autour  d’un 
point  fixe,  il  faut  et  il  suffit  qu’elles  le  soient  autour  de 
trois  axes  passant  par  le  point  fixe, 

376.  Si  les  points  O et  H devenaient  libres,  on  rétabli-,^ 
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rait  l'équilibru  eu  appliquant  en  ces  points  des  forces 
convenables  R,  et  Rj.  Soit  OH  = /t.  Appelons  X,,  Y,,  Z,; 
X,,  Y,,Zt  les  composantes  parallèles  aux  axes  des  forces 
R,  et  R,  ; on  a 


Z,  -4-  Z} . — — ^ 


37.  Equilibre  d’un  corps  qui  repose  sur  un  plan 
FIXE.  — Supposons  un  corps  pressé  contre  un  plan  en 
un  de  ses  points  par  une  force,  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  l'équilibre  est  que  la  force  qui  passe 
par  le  point  de  contact  soit  normale  au  plan.  La  même 
conséquence  s’appliquerait  au  plan  tangent , si  le  corps 
était  pressé  contre  une  surface  courbe  par  une  force  qui 
passerait  par  le  point  de  contact. 

378.  Si  un  corps  M repose  par  un  de  ses  points  sur  un 
plan,  il  faut  que  les  forces  P,  P',  P", . . . aient  une  résul- 
tante unique,  normale  au  plan  et  passant  par  le  point 
d’appui. 

379.  On  est  conduit  à une  conséquence  analogue , 
quand  le  corps  M repose  par  différents  points  sur  plu- 
sieurs plans  ou  surfaces  fixes. 

380.  Les  équations  d’équilibre  dans  le  cas  d’un  corps 
pressé  contre  un  plan  xOy  sont 

X=o,  y = o, 

L = o,  M = o,  N=;o. 

_ On  devra  y joindre  l’inégalité  , ■ • 

Z<o. 

■i5. 


> 
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381.  Si  le  corps  repose  sur  le  plan  xOj  par  deux 
Fig  ijg.  points,  les  équations  d’équilibre 

sont 

A = O , 

1=0, 

. L = O, 

N = O. 


Fig.  :3o. 


382.  Si  le  corps  repose  sur  le  plan  xOj  par  un  nom- 
bre quelconque  de  points  d’ap- 
pui A(.r,,  J,),  C, 

etc.,  la  résistance  du  plan  en 
ces  divers  points  équivaudra  à 
des  forces  normales  Z,, Z,, Z,,... 
qui  y seraient  appliquées;  il 
faut  qu'il  y ait  une  résultante 
unique  et  tombant  dans  l’inté- 


rieur du  polygone  ABCDA. 

Les  équations  générales  se  réduisent  à 


: O,  r=  O,  N = O. 


TRENTIÈME  LEÇON. 

ËQUILIBKE  DES  FORCES  APPLIQUÉES  A DES  COBDOSS, 

383.  Équii.ibbe  des  forces  appliquées  a des  cordons 
QUI  PASSENT  PAR  UN  MEME  POINT.  — Soient  P et  Q deux 
forces  qui  agissent  aux  extrémités  d'une  corde  supposée 
flexible  et  inextensible.  Si  ces  forces  se  font  équilibre,  la 
corde  doit  être  tendue  en  ligne  droite,  et  ces  forces  doivent 
être  égales  et  contraires.  La  valeur  commune  des  deux 
forces  est  ce  qu’on  appelle  la  tension  du  fil. 
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384.  Si  irois  forces  P,  Q,  R,  agissent  sur  un  point  A, 
par  rintermcdaire  de  trois  cordons  qui  se  réunissent  en 
ce  point,  et  si  elles  se  font  équi- 
libre, ces  trois  cordons  sont  dans 
un  même  plan,  et  chaque  force 
peut  être  représentée  en  gran- 
deur par  le  sinus  de  l'angle 
formé  par  les  directions  des 
deux  autres.  . ^ 


38o.  Supposons  qu’on  fixe  un  point  B du  cordon  AP. 
La  pression  que  supporte  le  point  B est  égale  et  contraire 
à la  résultante  des  forces  Q et  R.  Si  l’on  fixe  a la  fois 
un  point  B du  cordon  AP  et  un  point  C du  cordon  AQ, 
la  pression  que  supporte  le  point  C sera  égale  et  contraire 

à Q. 

380,  387.  Cas  oc  l’une  des  cordes  peut  glisser  dans 
UN  ANNEAU.  — Si  les  deux 
forces  P et  Q sont  appliquées 
aux  extrémités  d’une  corde 
PAQ,  qui  passe  dans  un  anneau 
retenu  par  une  troisième  force 
R,  P = Q est  la  condition  né- 
cessaire et  suffisante  pour  qu’il 
y ait  équilibre. 

388.  Si  l’on  désigne  par  a l’angle  BAC,  on  a » 


Fig.  i32. 


R 2 P cos  -a. 

2 

R représente  également  la  pression  supportée  par  le 
point  A,  quand  on  fixe  l’anneau. 

389.  Equilibre  du  polygone  funiculaire.  — Soit 
un  polygone  funiculaire  ABCDEF.  Le  premier  et  le  dei- 
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nier  cordon,  AB  et  EF,  sont  sollicités  par  des  forces  H 
et  K dirigées  nécessairement  suivant  les  prolongements 

de  ces  cordons,  sans  quoi 
il  n’y  aurait  pas  équilibre.  ' 
Aux  différents  sommets  B, 

C,  D,  E sont  appliquées  des 
forces  quelconques  P,  P', 

P'',  P”,  agissant  par  l’in- 
termédiaire de  cordons  qui 
se  réunissent  en  ces  points. 

Il  est  inutile  de  supposer  plus  de  trois  cordons  réunis  au 
même  sommet. 

390,  Dans  tétai  d'équilibre,  chaque  cordon,  tel  que 
CD , doit  être  tiré  par  deux  forces  égales  et  contraires 
qu'on  peut  supposer  appliquées  à ses  deux  extrémités. 

391,  392.  Ce  principe  conduit  aux  conditions  d’é- 
quilibre du  polygone  funiculaire. 

Toutes  les  forces  immédiatement  appliquées  au  po- 
lygone funiculaire,  transportées  parallèlement  à elles- 
mêmes  en  un  point  quelconque,  se  font  équilibre  autour 
de  ce  point,  et  la  tension  de  chaque  cordon  est  la  ré- 
sultante de  toutes  les  forces  qui  agissent  d' un  même  côté 
de  ce  cordon. 

393.  En  supposant  connue  la  figure  du  polygone  en 
équilibre,  ou  a 

• H _ sin  PBC  £ _ sia  ABC 

P sin  abc’  X sinABP’  , 

X _ sin  P'CD  P'  sin  BCI) 

F “ sin  BCD  ’ Y~sinBCP'’ 

et  ainsi  de  suite. 

On  aura  le  rapport  de  deux  forces  ou  tensions  <'ii  mul- 
tipliant' un  certain  nombre  de  res  proportions  terme  à 
terme. 


Fig.  i33. 
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394.  Appelons  a,b,c,  e,/,  g ; a,  (3,  -/  ; a',  fi',  y', 

les  angles  que  font  avec  trois  axes  rectangulaires  les  di- 
rections des  forces  données  H,  K,  P,  . . . , on  aura 

H cos  fl  -t-  K cose  -H  P cos  a -H  P'  cos  a'  -t-  . . = o, 

H cos  6 ■+•  K cos/ ■+■  P cos  ^ -H  P'  cos  -f-  . . . = o, 

H cosc K cosg -4- Pcosy -f- P' COS7' -t-  . . = 0. 

395.  Réciproquement,  si  les  forces  sont  telles,  que, 
transportées  parallèlement  à elles-mêmes  en  un  point 
quelconque,  elles  s’y  fassent  équilibre,  il  y aura  toujours 
une  figure  Æ équilibre. 

396.  Supposons  Axées  les  extrémités  A et  F du  poly- 
gone funiculaire,  dontla  forme  est  donnée.  Les  intensités 
des  pressions  H et  K s’obtiennent  au  moyen  des  deux 
proportions 

H _ sin  PBC  K _ sin  DEP" 

P~sinABC’  P^  “ sin  DEF  ' 

397.  Si  la  Aguredu  polygone  n’est  pas  donnée,  on  aura, 
pour  déterminer  les  huit  inconnues  H,  K,  a,  c,  e,f,  g, 
d’abord  les  cinq  équatioms 

H COS  fl  + R cos  I?  -t-  P cos  « -I-  . . . = o, 

H cos  b K cos -f-  P COS  (5  -t-  . . . = o, 

, H cos  c -I- R cosg- -t- P C0S7 -H  . . . = o; 

cos’  fl  -4-  cos’  h -f-  cos’  c = I , 
cos’  c -h  cos’/  -t-  cos’  (T  z=  l . 

On  obtiendra  trois  'autres  équations  en  exprimant  que  la 
différence  des  coordonnées  de  même  nom  des  extrémités 
A et  F du  polygone  est  égale  à la  projection  du  polygone 
sur  l’axe  correspondant 

398.  Cas  ou  il  y a n*;s  akjveaux.  — Si  tous  les  som- 
mets portent  des  anneaux,  les  ttmsions  dc_  tous  les  coidons 
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sont  égales,  d’où  résulte 

H = K., 

P = 2Hcos-B,  P'=2Hcos— C 

2 2 

399.  Si  l’on  se  donnait  la  figure  du  polygone,  on 
connaîtrait  par  là  en  grandeur  et  en  direction  les  forces 
qu’il  faudrait  appliquer  à chaque  sommet  pour  le  tenir 
en  équilibre. 

-iOO.  Supposons  que  les  cordes  extrêmes  AB,  EF  ‘ 
soient  dans  un  même  plan.  Pour  avoir  la  tension  des  cor- 
dons extrêmes,  il  suffit  de  décomposer  suivant  leurs  direc- 
tions la  résultante  de  toutes  les  forces  transportées  pa-  ' 
rallèlement  à elles-mêmes  au  point  de  rencontre  de  ces 
cordons. 

401.  Si  toutes  ces  forces  représentent  des  poids,  tout 
le  polygone  est  compris  dans  un  même  plan  vertical.  Si 
l’on  prend  deux  axes  dans  le  plan  des  forces,  l’un  hori- 
zontal, l’autre  vertical,  et  si  a et  i,  e cl  f sont  les  angles 
formés  avec  ces  axes  par  les  cordons  extrêmes,  on  aura 

H 00s  -t-  K cos  c — O, 

H cOs  b K.  cüs_/*-f-  P 4-  P’  P ...  O. 

402.  Cas  ou  il  y a plusiechs  cordons  a un  même 
SOMMET  nu  POLYGONE.  — 11  faut,  pour  l’équilibre,  que 
l’une  quelconque  des  forces  qui  sollicitent  les  cordons 
soit  égale  et  directement  contraire  à la  résultante  de 
toutes  les  autres.  Si  l'on  fixe  un  point  sur  chacun  des 
cordons,  excepté  sur  un  seul,  les  pressions  que  la  force  P 
exerce  sur  les  points  fixes,  s’il  n’y  a que  trois  cordons, 
non  situés  dans  le  même  plan,  s’obtiendront  en  décom- 
posant la  force  P en  trois  autres  agissant  suivant  les  pro- 
longements des  cordons.  S’il  y a plus  de  trois  cordons, 
le  problème  devient  indéterminé. 
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TRENTE  ET  UNIEME  LEÇON. 

ÉQI'ILIBRK  l)’lN  FIL  FLEXIBLF. 

403.  Direction  de  la  tension  dans  ün  fil  en  éqci- 
i,iBiiF,.  — Soit  AMB  un  fil  flexible,  d’une  très-petite  épais- 
Piu  ,3(j  seur,  attaché  par  ses  extrémités 

à deux  points  fixes  A et  B,  et 
dont  tous  les  points  sont  solli- 
cités par  de  très-petites  forces. 

Soit  M un  point  quelconque 
de  ce  fil.  Les  deux  parties  AM, 
MB  exercent  Tune  sur  l’autre,  dans  l’état  d’équilibre, 
des  actions  moléculaires  égales  et  contraires.  On  admet 
que  toutes  les  forces  qui  proviennent  de  AM  agissant  sur 
MB,  se  réduisent  à une  force  unique  T appliquée  au  point 
M,  et  de  même  que  la  partie  MB  exerce  sur  AM  une  action 
qui  se  réduit  à une  force  égale  et  contraire  à T.  La  va- 
leur commune  de  ces  deux  forces  est  ce  qu’on  appelle  la 
tension  du  Jil  au  point  M. 

40t.  La  tension  s’exerce  suivant  la  tangente  au 
point  M.à  la  courbe  que  forme  le  Jil. 

40ü,  406.  Équilibre  d’un  fil  sollicité  par  de  petites 
Fijj  ,3.  forces.  — Cherchons  main- 

tenant les  conditions  d’é- 
quilibre d’un  fil  AMB,  fixé 
à ses  deux  extrémités  A et  B 
et  dont  tous  les  points  sont 
sollicités  par  de  petites 
forces.  Soient  e le  produit 
de  la  section  normale  par  la 
densité  au  point  M,  P la 
force  qui- agit  en  ce  point, 
parallèles  à trois  axes  Ox, 


X,  Y,  Z ses  composantes 
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Oy,  O Z,  et  T la  tension.  On  a 


(«) 


d 
l d 
d 


("ï 

(^i) 

(4*) 


*f~  ^^.ids  ~ O, 
-4-  Y t </.«  = O, 
-t-  Zids  — O. 


407.  1ntégra.tion  des  équations  (i).  — Soient  <;,y,  g: 
e',  g'  les  angles  que  les  tangentes  à la  courbe  aux 
points  A et  B font  avec  les  axes  : on  a 

K cos  e + K'  cos  e'  -(-  I X s = o ; 

celte  équation  signifie  que  la  somme  algcbrüiue  tics 
composantes  parallèles  à l’axe  Ox,  fie  toutes  les  forces 
qui  agissent  sur  le  fil , est  nulle. 

408.  On  déduit  des  mêmes  équations 

K(«  cosy — b cose)  -f-  K'(«'  cos/'  — b'  cosc') 


i''’"- 


Xy)tdsz=o. 


Celte  équation  signifie  que  la  somme  des  moments  de 
toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le  ftl,  par  rapport  à 
l’axe  Oz,  est  nulle. 

409.  Soient  «,  y les  angles  que  la  tangente  au  point 
M fait  avec  les  axes  et  X,  p.  v les  angles  que  le  rayon 
de  courbure  p fait  avec  les  mêmes  axes  : les  équations  (i) 
])euvent  s’écrire 

d T . cos  a -+  î — (!os  A ’S.f'ls  3=  O , 

P 

f/ï . cos  6 H cos  li  -(-  Y £ = <) , 

P 

l'ds 

d'I . cos  7 -t cos  V -t-  Z s c/.t  = O.  ■ 

P 
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Le  plan  osculateur  à la  courbe  contient  la  force  P. 

■410.  Valeur  de  la  tensiom.  — On  a 
dj  = — ,{Xdj:  + Y<fy  -hZdz). 

411.  Quand  e (ILdx -+-Ydy -\-Zàdz)  est  une  d0'é- 
rentielle  exacte,  t accroissement  de  tension,  quand  on 
passe  d'un  point  à un  autre,  est  indépendant  de  la 
figure  du  fl. 

412.  Lorsque  toutes  les  forces  qui  sollicitent  le  fil  lui 
sont  normales,  la  force  motrice  est  en  raison  inverse  du 
rayon  de  courbure  et  dirigée  suivant  le  prolongement 
de  ce  rayon. 

413.  Lorsqu’un  fil  est  tendu  sur  une  surface  S par 
deux  forces  qui  le  tirent  à ses  extrémités  m et  m' , ce  fil 
trace  sur  la  surface  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux 
quelconques  de  ses  points. 


414.  Courbe  formée  par  le  fil.  — Cette  courbe  est 
donnée  par  les  équations 

dy  dz 


dx 


l'xtjs  B-f-J'Yerfr 


Z t ds 


415.  On  obtient  encore  les  équations  de  la  courbe  en 
éliminant  T entre  les  équations 


y^dy 

— Ydx 

1 = T 

[‘!±d%- 

dy  , dæ 
-^d-r 

ds 

\ ds  ds 

ds  ds 

Xdz 

— Zdx 

( dz  dx 

dx  . dz  ^ 

£=:T 

_ 

— d 

ds  ' 

^ ds  ds 

ils  ds  y 

dT=  — i {Xtix  -f-  Ydy  y-  'ZUt). 
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TRENTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

CHAÎNETTE.  COURBE  DES  PONTS  SUSPENDUS. 

-416.  Equation  différentielle  de  la  chaînette.  — 
La  courbe  ABC,  formée  par  un  fil  pesant  et  homogène, 


Fig.  |38. 


suspendu  à deux  points  fixes  A 
et  C,  a reçu  le  nom  de  chaînette. 

Cette  courbe  est  contenue 
dans  le  plan  vertical  passant  par 
les  points  A et  C.  Prenons  ce 
plan  vertical  pour  plan  des  ocf 
et  traçons  deux  axes  rectangu- 
laires Ox  et  Oy,  le  premier  ho- 
rizontal et  le  second  vertical  et 


417.  Le  fil  étant  supposé  homogène,  si  o est  le  poids 
de  runité  de  longueur,  on  aura 

>("£)=»■ 

I 

418.  Appelons  xsh  la  tension  au  point  le  plus  bas  de 
la  courbe,  tension  qui  s’exerce  horizontalement.  On  aura 


'1z=v,h^,  ds  = hd^. 

dx  dx 


419,  420.  Équation  de  la  chaînette  en  termes  finis. 
— On  prend  pour  axe  desj^  la  verticale  qui  passe  par 
le  point  B le  plus  bas  de  la  courbe,  et  pour  origine  un 
point  tel  que  OB  = /i  : 


Digilized  by  GoogI 


ET  DBS  FORMULES  PRINCIPALES.  3p7 

■421,  422.  Propriétés  de  la  chaînette.  — La  chai- 
uette  est  symétrique  par  rapport  à l’axe  des  y.  La  pro- 
Fig,  i3g,  jection  MK  de  l’ordonnée 

de  la  courbe  sur  la  normale 
MN  est  constante  et  égale 
à h.  La  projection  MI  de 
l’ordonnée  sur  la  tangente 
MT  est  égale  à l’arc  ^M, 
compté  à partir  du  point  le 
plus  bas  de  la  courbe.  La  longueur  désignée  par /i,  l’arc 
MB  et  l’ordonnée  jr  forment  un  triangle  rectangle  dont 
l’ordonnée  est  l’hypoténuse. 


423.  La  courbe,  lieu  des  points  I tels  que  MI  = arc  BM, 
est  une  développante  de  la  chaînette.  La  droite  IP  est 
tangente  à cette  courbe  au  point  I,  et  la  lon'gueur  IP  de 
cette  tangente  comprise  entre  le  point  I et  l’axe  des  x est 
constante  et  égale  à //.  ' 


424.  Ze  rayon  de  courbure  de  la  chatnette  est  égal  à 
la  normale  MN,  mais  dirigé  en  sens  contraire. 

425,  426.  De  la  tension  en  un  point  de  la  chaî- 
nette. 

T = CT/.  ^ 

La  tension  de  la,  chatnette. en  chaque  point  est  pro- 
portionnelle à V ordonnée  de  ce  point.  ^ 

427  à 431.  Construction  de  la  chaînette.  — Me- 
nons la  verticale  CE  et  les  horizontales  AE  et  CG  qui 
rencontrent  l’axe  des  y en  D et  G {Jig.  t38).  Po.sons 

AE  = «,  CE  = 6,  ABC  = /; 

AD  =4,  DE=X',  OB  = A,  BD=/. 

On  a pour  déterminer  les  inconnues  A,  A,  U,f\es  équa- 


3(j8  table  des  1-HOPüSITIUNS 

lions  suivantes  : 

I A a \ 

yfî^b'  = h } ' 

l^b  = h[i-e^  e^, 

■ ' X-, 


f - 


*)• 


432.  Remarque  sur  le  centre  de  gravité  de  la  chaî- 
nette. — De  toutes  les  courbes  d’une  longueur  donnée, 
tracées  sur  un  plan  entre  deux  points  donnés,  la  chaînette 
est  celle  dont  le  centre  de  gravité  est  le  plus  bas. 

433  à 436.  Courbe  des  ponts  suspendus.  — Soit  un 
fil  bomogène  ABC,  suspendu  à deux  points  fixes  A et 
C,  et  dont  les  éléments  sont  sol- 
licités par  des  forces  verticales 
proportionnelles  aux  projections 
de  ces  éléments  sur  une  hori- 
zontale Bj:.  La  courbe  afieclée 
par  ce  fil  est  celle  que  forme  la 
chain^d’un  pont  suspendu  lorsqu’on  néglige  le  poids  de 
la  chaîne  elle-même. 

La  courbe  formée  par-  cette  chaîne  est  dans  le  plan 
vertical  mené  par  AC.  En  appelant  T la  tension  au  point 
M,  CT  la  force  totale  qui  sollicite  une  portion  de  la 
chaîne  dont  la  projection  horizontale  est  égale  à l’unité 
de  longueur,  crA  la  tension  au  point  le  plus  bas  B,  la 
courbe  est  une  parabole  dont  l’axe  est  vertical  et  dont  le 
sommet  est  au  point  B.  On  a 

T = n ^ h‘  -t-  x’- 

437,  43B.  Construction  du  la  courbe  d’apres  i.rs 


Fig.  i4c. 
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DONNÉES.  — Menons  les  horizonlules  AE,  CG  et  la  rer- 
Fig.  i4i. 


1 

H 

i 

E ' 

P 

cl— 

X 

xr 

H 

B i È * 

Q 

et  la  tension  h. 

On.  a les  équations 


ticale  CE. 
nues  sont 

Les  quantités  con- 

AE  = a , 

CE  = è, 

ABC  = /; 

on  cherche 

BD  =/, 

AD= 

DE  = k'. 

2 /!/■=  k\ 
a 2 

bh 

a 

1 

* A. 

. /,•  1 (/!■'  -f.  k'^  ) — ■}.  h-‘  I h. 


Les  valeurs  de  h et  de  le'  étant  substituées,  on  aura  une 
équation  transcendante  d’une  forme  très-compliquée. 
Cette  équation  se  simplifie,  quand  les  points  A et  C sont 
à la  même  hauteur. 


TRENTE-TROISIÈME  LEÇON. 

PRINCIPE  DES  VITESSES  VIRTUELLES. 

439.  Définition  de  la  vitesse  virtuelle.  — Soient 
A,  A',  A", . . . , des  points  matériels  quelconques  soumis  à 
de  certaines  conditions.  Le  système  étant  transporté  dan» 
une  position  inGniment  voisine  qui  satisfasse  à toutes 
les  conditions  données,  on  appelle  vitesse  virtuelle  ou 
déplacement  virtuel  de  l'un  quelconque  de  ces  points  la 
droite  inGniment  petite  qui  joint  sa  première  position  à 
la  seconde. 
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440.  Définition  du  moment  virtuel.  — On  appelle 

moment  virtuel  de  la  force 
P le  produit  de  la  valeur 
absolue  de  cette  force  par 
la  projection  p du  déplace- 
ment virtuel  de  son  point 
dl  application. 

441.  On  a,  si  T est  la  composante  de  la  force  P sui- 
vant le  déplacement  ha, 

Vp  = TxKn. 

Ainsi  le  moment  virtuel  est  égal  au  produit  du  dé‘- 
placement  virtuel  multiplié  par  la  composante  de  la 
force  suivant  la  direction  du  déplacement. 

Le  moment  virtuel  d’une  force  et  la  quantité  de  tra- 
vail élémentaire  ont  la  môme  expression;  mais  la  pre- 
mière quantité  ne  suppose  aucun  mouvement  du  système 
du  aux  forces  qui  le  sollicitent  actuellement. 

442.  Enoncé  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 
— Si  des  forces  en  nombre  quelconque  se  font  équilibre 
sur  un  système  de  points  matériels  assujettis  à des  con- 
ditions données,  la  somme  des'  moments  viituels  est 
nulle  pour  tout  déplacement  virtuel  compatible  avec 
les  conditions  données,  et  réciproquement,  il  y aura 
équilibre  si  la  somme  des  moments  virtuels  est  nulle 
pour  tous  les  mouvements  possibles  du  sy. sterne. 

f 

44.3.  Equilibre  d’un  point  matériel.  — Si  un  nom- 
bre quelconque  de  forces  est 
appliqué  à un  même  point  A ; 
le  moment  virtuel  de  la  résul- 
tante est  égal  à la  somme  des 
moments  virtuels  des  compo- 
santes. 

444.  Si  les  forces. P,  P',  P"  se  font  équilibre  et  si  le 


Fip.  1^3. 


4 ”, 


Fig.  i/|2. 


k ^ a‘ 


A"' 
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point  A est  libre  dans  l’espace,  on  aura  pour  tout  dé- 
placement du  point  Â 

Vp  ■+■  V'p'-+-  P"p"  -h . . . — O. 

445.  Cette  égalité  a encore  lieu  quand  le  point  A est 
assujetti  à demeurer  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface 
donnée  S. 

' 446,  447.  Équilibre  de  deux  points  matériels  unis 

PAR  UNE  DROITE  RIGIDE.  — Si  l'oft  applique  aux  extré- 
mites  d’une  droite  rigide  et  injlexible  deux  forces  égales 
et  contraires  dirigées  suivant  cette  droite,  leurs  moments 
virtuels  seront  égaux  et  de  signes  contraires. 

448.  Démonstration  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles DANS  LE  CAS  d’uN  SYSTÈME  A LIAISONS  COMPLÈTES. 

— Soient  A (x,  y,  z),  A'  {x',  y',  z'),  y",  z"),.  . . 

un  nombre  quelconque  n 
de  points  assujettis  à des 
conditions  données  expri- 
mées par  un  certain  nom- 
bre d’équations  entre  les 
coordonnées  de  ces  points. 

Le  nombre  des  ' équations 
doit  être  moindre  que  3«, 
mais  il  peut  être  égal  à 
3n  — I . Dans  ce  cas,  où  le 
système  est  dit  à liaisons  complètes,  tous  les  points  sont 
assujettis  à demeurer  sur  des  courbes  données  et  le  dé- 
placement de  l’un  des  points  entraîne  celui  de  tous  les 
autres. 

449.  Chaque  point  peut  se  mouvoir  sur  la  courbe  dans 
deux  sens  contraires,  ce  qui  donne  lieu  à deux  moments  » 
virtuels  égaux  et  de  signes  contraires. 

450.  Supposons  qu’on  applique  aux  points  A,  A', 
K", . . .,  des  forces  P,  P',  P", ...  . 

H.  26 

» 


Fig.  146. 
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Pour  que  le  système  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit 
que  l’on  ait 

Vp  4-  V'p'  ■+■  P'>"  + . . . = O. 

451.  S’il  n’y  a pas  équilibre,  les  forces  appliquées  au 

point  A donneront  une  ré- 
sultante R qui  aura  un  mo- 
ment virtuel  plus  grand 
ou  plus  petit  que  zéro. 

R 


Fif[.  147. 
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SCITK  DU  PRINCIPE  DES  VITESSES  VIRTUELLES. 

452,  45.3.  Système  a liaisons  incomplètes.  — S’il 
y a équilibre,  la  somme  des  moments  virtuels  est  nulle 
et  réciproquement. 

454  à 456,  Liaisons  qui  s’expriment  par  des  inéga- 
lités. — Quand’les  liaisons  qui  existent  entre  les  diffé- 
rents points  d’un  système  sont  exprimées  par  des  inéga- 
lités, il  suffît,  pour  l’équilibre,  que  la  somme  des  mo- 
ments virtuels  des  forces  soit  nulle  ou  négative. 

457.  Autre  forme  de  l’équation  des  vitesses  vir- 
tuelles. — Soient  X,  Y,  Z les 
composantes  parallèles  aux  axes 
de  la  force  P;  dx,  oy,  Sz  les 
variations  des  coordonnées  du 
‘point  A pour  un  déplacement  ' 
virtuel  compatible  avec  l’état  du 
système  ; on  a 

P/)  = X^.r -f- Y^7‘ 


Fig.  i4(). 
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el  l’équation  des  vitesses  virtuelles  devient 


l{XSx  + YSy  +ZSi)z=  O. 


4<>.i 


4o8,  439.  CoWDITIOMS  d’équilibre  d’un  système.  — 
Les  liaisons  qui  existent  entre  les  divers  points  du  système 
étant  exprimées  par  les  équations 

L = o,  M = o,  N = o,..., 

on  aura 


Sx'  -H . . . = o. 


rfL  , (IL  , (IL  , rfL 

-Sx+  — Sx-{-—Sz  + — 

(IX  dy  dz  dx 

rfM  _ dM  , dM  , dM  , , 

-t — -I -J — (ÎC  H ~~-r-  Sx  -t-  . , , 

dx  dy  dz  dx 


dx 


^ r/N  ^ ^ rs  . 

Sx-(r  — Sy-^-—Sz->r-y-,Sx  H-  . . . 
dy  dz  dx 


= 0. 


Ces  équations  au  nombre  de  i contiennent  3n  varia-  ' ■ 
lions  àx,  dy,  dz,  etc.;  il  y en  a3n  — i qui  sont  arbi- 
traires, et  les  autres,  au  nombr#de  i , dépendent  decelles- 
là.Si  on  porte  les  valeurs  des  dernières  dans  l’équaiioii 

2 (X  d X -f- Y Jy' -I- Z lïz)  = o , 

celle-ci  contiendra  seulement  3n  — i termes  multipliés  , 
chacun  par  l’une  des  3/i  — i variations  arbitraires,  dont 
il  faudra  égaler  à zéro  les  3n — i coefficients.  On  aura 
ainsi  3n  — i équations  qui,  jointes  aux  équations  (i), 
donneront  3n  équations  nécessaires  et  suffisantes  pour 
l’équilibre. 

460.  L’élimination  de  i variations  au  moyen  du  sys- 
tème (a)  peut  se  faire  par  la  méthode  des  multiplicateurs. 
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Nous  aurons  les  3«  équations  suivantes  : 


‘ dy 
rfL 

‘ dt 

. d\ 
*rfx' 


L z/M  rfN 

. . = O 

*4-  ft  — -f-  V — — H- , . 

, . ~ 0 y 

dy  tly 

, rfM  • rfN 

. . = 0, 

z/M  rfN 

. = o. 

461,  462.  Réciproquement,  si  ces  équations  ont  lieu, 
les  forces  sc  font  équilibre,  quand  on  y regarde  x,  y,  z 
comme  seules  variables. 

Les  conditions  L = o,  M = o,  N = o,  etc.,  peuvent 
être  supprimées,  pourvu  que  l’on  applique  au  point  A 
les  forces 


. dh 

rfM 

dü 

* “T"  ’ 
dx 

U } 

' dx 

dx'  " 

dl. 

f/M 

rfN 

dy 

» — , . . . 
dy 

•rfM 

r/N 

^~dz' 

dz'"‘ 

les  forces 

, dL 

d}A 

</N 

dx' 

“ rfï'’  ' ■ 

^ dL 

</M 

rfN 

'^dP'' 

* f//’  ■■■ 

^ rfL 

dM 

rfN 

^12'' 

dz'''"' 

et  ainsi  de  suite. 


463,  464.  Sur  les  divers  mouvements  virtuels  d’un 
SYSTÈME.  — Un  mouvement  virtuel  quelconque  se  com- 
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pose  de  3n  — t mouvements  virtuels  particuliers  et  dis- 
tincts. 

46o.  En  général  soient  L=  o,  M = o, . . . les  équations 
de  condition.  On  prendra  3n  — /quantités^,  . fonc- 
tions de  x,j,  Z,  x',...  et  dont  les  variations  seront  toutes 
arbitraires.  L’équation  des  vitesses  virtuelles  deviendra 

*1*  “t”  'F  & tiQ  -f-  . . . -f-  yS  L -f-  M — o î 

on  aura  ' 

4>  = o,.  'F  = o,  e = o,.... 


TRENTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

APPLICATIONS  DU  PRINCIPE  DES  VITESSES  VIRTUELLES. 

406.  Equilibre  b’üm  solide  invariable.  — Les  con- 
ditions d'équilibre  d’un  système  solide,  formé  de  /i  points 
matériels  liés  entre  eux  d’une  manière  invariable,  sont  au 
nombre  de  six. 

467.  On  obtient  les  trois  premières  équations  d’équi- 
libre, en  donnant  au  corps  trois  mouvements  de  transla- 
tion parallèles  aux  axes. 

468.  On  obtient  les  trois  autres  équations  d’équilibre 
en  faisant  tourner  le  corps  successivement  autour  des 
trois  axes,  ce  qui  donne 

2)(Y^-X/)  = o, 

2(Zj-Yz)  =o, 

2(Xz  — Za:)  = 0. 

469.  On  peut  déduire  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles les  équations  des  moments  sous  leur  seconde 


4<>6  TABLE  DES  PIIOPO.SITIOKS 

forme 

470.  Autre  manière  d’obtenir  les  conditions  d’é- 
quilibre d’un  système  solide.  — ■ L’équation  générale 

^ (X(îj:  -I-  Ycîr-I-  ZSt)  = O 
peut  être  mise  sous  la  forme 

' ✓ 

(îa  2 X -J- 5S  2 Y+ ^7  2 Z -t- '2  ( — X/) 

-H  d>  2 (Zr  — Yz)  + (î>!- 2 (Xî  — Z.r)  = O. 

Les  variations  dec,  âS,  etc.,  étant  arbitraires,  cette  équa- 
tion ne  peut  avoir  lieu  que  si  les  coefficients  de  ces  varia- 
tions sont  nuis;  on  retrouve  ainsi  les  conditions  expri- 
mées plus  haut  (467,  468). 

471.  Equilibre  d’un  système  solide  gêné  par  un 
OBSTACLE.  — Si  le  système  renferme  un  point  fixe,  il  y 
aura  seulement  trois  équations  d’équilibre  entre  les 
forces. 

472.  S’il  y a deux  points  fixes,  ou,  ce  qui  revient  au 

même,  un  axe  fixe,  il  n’y  aura  qu’une  seule  équation 
d’équilibre.  • 

473.  Equilibre  du  polygone  funiculaire.  — Soient 

A,  A',  A",,..,  A 

n points  unis  par  des 
cordes  formant  un  poly- 
gone de  n — I côtés  dont 
les  sommets  sont  tirés  par 
n forces  P,  P',  P", . . . , 
p{»-i).  En  désignant  par 
x,jr,z,x',y,z\...  les 
coordonnées  des  points  A,  A', . . . par  rapport  à trois 


Fig.  i5i. 
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axes  rectangulaires,  on  aura 


X — .r  ^ X — X . , Y — r , 

O X H ; — 0 X 4-  =- — 9 Y 


I 

z'  — Z 
/ 


l 

Z — z' 

1 


èz'  = O 


et  « — 2 équations  analogues.  A ces  n — i équations  il 
faudra  joindre  la  suivante 

2 (X5a:  + Y -t- Z lîz)  = O . 

474.  Eu  employant  la  méthode  générale  des  multipli- 
cateurs, on  obtient  les  3n  équations 

— JT 

X-H>— 7— =0, 


Y — Y 

Y + Xi-— = 0, 


Z + X 


X'-+-X 
Y'4-X 
Z'  -h  X 

X-'+i*' 

Y"-|-f*-^ 


.r  — x' 

x'* 

— x' 

1 

H-ft  — 

/' 

r-r' 

r" 

—y 

/ 

-h  f*  — 

Z — s' 

_j_  ».  

- z' 

i 

-t-  fi 

/' 

t n 

m 

X — X 

X 

1 

X 

/' 

y 

r 

r'-y" 

It 

y' 

-t-  v-G- 

-y' 

y" 

— 

„„  ’ z'  — z"  z'"  — z" 

z -I-  ft hv  -, = 0. 


En  éliminant  entre  elles  les  indéterminées  X,  v, . . , 
on  aura  2 «-(- I conditions  d’équilibre.  > 
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475.  Les  quantités  auxiliaires  v, ...  ne  sont 
autre  chose  que  les  tensions  des  divers  cordons,  eu 
supposant  ces  quantités  positives. 

476.  -La  tension  d’un  cordon  quelconque  est  la  résul- 
' tante  des  forces  qui  agissent  d’un  même  côté  de  celui-ci , 

transportées  parallèlement  à elles-mêmes  en  un  point  de 
. sa  direction. 

477.  Si  X,  p,  V,. . . n’étaient  pas  toutes  positives,  le  po- 
lygone funiculaire  ne  serait  pas  en  équilibre.  Cependant 
l’équilibre  aurait  encore  lieu  si  les  cordons  étaient  rem- 
placés par  des  droites  rigides. 

478.  StiR  UME  PROPRIÉTÉ  DE  l’éqdilibre.  — Lopsque 
le  premier  membre  de  l’équation 

2 (Xiîx  -f-  YSy  -h  ZSz)  = O 

est  la  variation  exacte  d’une  fonction  z..,)  de 

X,  y,  Z,  x\  y\  a',...,  considérées  soit  comme  des 
variables  indépendantes,  soit  comme  des  variables  liées 
entre  elles  par  les  équations  L = o,  M = o,  alors  pour 
la  position  d’équilibre  et  seulement  pour  celle-là,  la 
valeur  correspondante  de  la  fonction  f (x,  y,  z,  ...) 
est  un  maximum  ou  un  minimum,  si  toutefois  cette 
fonction  est  susceptible  d’un  maximum  ou  d’un  mini- 
mum. L’équilibre  est  toujours  stable  quand  le  maximum 
existe. 

479.  L’expression  ^(Xâx  -{-Yây  -hZâz)  est  une 

variation  exacte  quand  les  forces  motrices  R,  R',  R", . . . 
sont  dirigées  vers  des  eentres  fixes  et  fonctions  des  dis- 
tances de  leurs  points  d’application  aux  centres. 

480.  Si  les  forces  R,  R',  R",. . . supposées  attractives 
ont  pour  expressions 
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la  fonction 


I I I 


est  un  maximum  ou  un  minimum  quand  il  y a équilibre. 

481,  Le  premier  membre  de  l’équation  générale  des 
vitesses  virtuelles  est  encore  une  diUéi eniielle  exacte, 
quand  les  forces  considérées  proviennent  des  actions 
mutuelles  des  points  du  système  et  qu’elles  sont  simple- 
ment fonctions  des  distances  mutuelles  des  points  qui 
agissent  les  uns  sur  les  autres. 

482.  Dans  l’équilibre  d’un  système  de  points  pesants, 
sollicités  uniquement  par  leurs  poids,  le  centre  de  gra- 
vité est  le  plus  haut  ou  le  plus  bas  possible. 


TRENTE-SIXIÈME  LEÇON. 

PRIR'CIPE  DE  d’aLESBERT. 

488  à 485.  Démomstration  du  principe  de  d’alem- 
BERT.  — Les  forces  motrices  d’un  système  font  à chaque 
instant  équilibre  à des  forces  égales  et  contraires  aux 
forces  qui  produiraient  son  mouvement  effectif,  si  tous 
ses  points  devenaient  libres. 

486.  Remarques  sur  le  principe  de  d’alembert.  — 
On  peut  présenter  le  principe  de  d’Alembert  sous  une 
autre  forme,  utile  dans  quelques  cas.  Chaque  force  étant 
décomposée  en  deux,  l’pne  nommée  force  effective  et  qui 
produirait  le  mouvement  du  point,  s’il  était  entièrement 
libre,  et  l’autre  qu’on  nomme  force  perdue,  on  peut  dire 
qu’à  chaque  instant  les  forces  perdues  se  font  équilibre. 

487.  On  pourrait  remplacer  d’une  inûnilé  de  manières 
les  forces  données  par  d’autres  susceptibles  d’imprimer  le 
même  mouvement  au  système,  non  plus  libre,  mais  assn 
jetti  aux  conditions  données. 
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488.  F^tJATION  GÉÎIÉnALE  DU  MOUVEMEKT  d’uH  SYS- 
TÈME. — Soit  P la  force  appliquée  au  point  M,  dont  la 
masse  est  tu.  Nommons  X,  Y,  Z ses  composantes  paral- 
lèles à trois  axes  rectangulaires;  on  a 


489  à 492.  Conséquences  de  l’équation  générale. 
— Les  conditions 


{2)  L = o,  M = o,  N = o,..., 


devant  être  satisfaites  par  le  système,  on  aura 


dh  . f/L  , dL  ^ 

— Sx+  —Sy  + ---  Si 

f/.r  df  dz 

r/M  , rfM  , </M  , 


dx 


rfN 
d Y 


OJ  ■ 


r/N  , 
dz  "" 


' dx' 

dM 

dx' 

d?i 

dx' 


Sx' 

Sx' 

Sx' 


-h  . . . = O, 


.1=0,. 


Si  « est  le  nombre  des  points  du  système,  il  y aura 
3/1  — t variations  arbitraires  et  / variations  fonctions  de 
celles-là  déterminées  par  les  i équations  précédentes.  On 
portera  les  valeurs  de  ces  i variations  dans  l’équation  (i), 
et  égalant  à o les  coefficients  des3/i  — i variations  res- 
tantes, on  aura  3n  — i équation^  différentielles  entre  le 
temps,  les  forces  et  les  coordonnées  des  points  du  système. 
En  y joignant  les  frelations  (2),  on  aura  3n  équations 
pour  déterminer  les  3n  variables  x,  y,  z,  x\y',  z', . . . , 
en  fonction  du  temps  t.  Il  restera  à intégrer  ces  équations. 
On  peut  aussi  employer  la  méthode  des  multiplicateurs. 
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TRENTE-SEPTIÈME  LEÇON. 

EXTENSION  ET  APPLICATIONS  DU  PRINCIPE  DE  d’aLEMBERT. 


•493,  -iQT.  Des  forces  iîistantahées.  — Il  ii’ÿ  a pas  de 
force  capable  de  produire,  dans  un  instant  indivisible,  un 
changement  fini,  soit  en  grandeur,  soit  eu  direction,  dans 
la  vitesse  d’un  corps  quelconque.  Mais  il  existe  des  forces 
qu’on  appelle  instantanées,  et  qu’on  désigne  aussi  sous  le 
nom  de  percussions  ou  impulsions , qui , agissant  avec 
une  très-grande  intensité,  pendant  un  temps  extrême- 
ment court,'  communiquent  à un  corps,  dans  cet  inter- 
valle de  temps,  une  vitesse  finie  qui  peut  même  être  con- 
sidérable. 


■495  à 497,  Extension  du  principe  de  d’Alembert 
AUX  forces  de  percussion.  — Le  principe  de  d’Aleni- 
bert  s’applique  aux  forces  de  percussion,  en  remplaçant 
ces  forces  par  les  quantités  de  mouvement  qu’elles  sont 
capables  de  produire.  Considérons  le  système  depuis  le 
temps  jusqu’au  temps  -|-  6,  pendant  lequel  la  per- 
cussion agit.  On  aura 


(X 

X 


■V  y.  \ ^ 

X (U  -h  w — //;  —r  du: 

tU  dt 

\ -N 

Y dt  m ——  — ^ m — ) 0 r 
de  dt  / 


les  lettres  afl'eciées  de  l’indice  o désignant  les  valeurs  re- 
latives à l’époque  to,  et  les  lettres  sans  indice  les  valeurs 
relatives  à l’époque  to  -t-  6. 

Cette  équation  exprime  qu’i’Z  y a équilibre  entre  les 
quantités  de  mouvement  que  les  percussions  communi- 
queraient aux  différents  points  s'ils  étaient  libres,  les 
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quantités  de  mouvement  quils  possèdent  au  moment  où 
les  percussions  commencent  à agir  et  celles  quils  ont 
après  leur  action,  ces  dernières  étant  prises  en  sens  con- 
traires. On  néglige  pendant  le  temps  Q les  forces  ordi- 
naires, telles  que  la  pesanteur,  qui  n’ont  pas  une  inten- 
sité très-grande. 

Lorsque  le  système  part  du  repos,  il  y a équilibre  entre 
les  quantités  de  mouvement  que  les  forces  donneraient 
aux  divers  points  du  système  s’ils  étaient  libres  et  celles 
qui  ont  lieu  effectivement,  et  avec  lesquelles  ce  système 
commence  à se  mouvoir,  au  bout  du  temps  6,  ces  der- 
nières étant  prises  en  sens  contraire. 


498.  Marche  a suivre  pour  appliquer  le  priscipe 
OE  d’Ale.mbert  daks  le  cas  des  percussions.  — Pour 
appliquer  le  principe  de  d’Alembert,  étendu  au  cas  des 
percussions,  il  faut  suivre  la  marche  indiquée  au  n”  490. 


499.  Mouvement  de  deux  corps  liés  par  un  fil  et 
PLACÉS  SUR  DEUX  PLANS  INCLINÉS.  — Dcux  copps  pesants 
m et  m'  dont  les  masses  sont  m et  m' sont  placés  sur  deux 


Fig.  i54- 


plans  inclinés  AC,  A'C', 
et  unis  par  un  fil  passant 
sur  une  poulie  située  au 
sommet  des  deux  plans. 
Les  deux  parties  du  fil  sont 
respectivement  parallèles  à 
ces  deux  plans  et  passent 
par  les  centres  de  gravité  des  deux  corps.  On  a 


/ . d'x\  , ( • , d'x' 

rf’x  ( m sin  a — m' sin  a'  ) 

_ _ g ' 


■■  = S - - 


m -i-  m 
( m sin  a — m'  sin  a'  ) 


m m' 


t + c, 


ff  ( ni  sin  a — m'  sin  a'  ) I’ 

. , - '--t-fM-r  . 

m -t-  m a 
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yOü,  501.  Autre  manière  de  traiter  le  problème 
PRÉCÉDENT.  — En  introduisant  la  tension  T,  on  a 


rf’x  • ... 

m — rr  = g’  sin  a — T, 


d(' 

fVx' 


’ ^ = "l'usina' -T, 


lit 

(^g  5in  a - m'  (g  sin  ^ 

^ ginm'  (sin  a sin  a') 

• m + m' 

Ainsi  la  tension  du  (11  est  constante  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement. 

502.  ’Le  problème  que  nous  venons  de  traiter  donne 
la  théorie  complète  de  la  machine  d’Atwood,  en  posant 
« = «'=  90°.  On  a 


sim  — m ) 
m m 


T = 


g[m  — m')  f’ 
m -k-  m'  1 

2.  g mm 


m + m 


503.  Cas  ou  il  v a des  percussions.  — Soient  a et  a' 
les  vitesses  que  ces  percussions  imprimeraient  aux  masses 
m et  m'  si  chacune  d’elles  était  libre,  et  c la  vitesse  effec- 
tive du  point  ni  après  la  percussion,  on  aura 
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TRENTE-HUITIEME  LEÇON. 

SUITE  DES  APPLICATIONS  DU  PRINCIPE  DE  d’aLEMBEUT. 

î)04.  Mouvement  de  corps  liés  par  des  cordons.  — 
(.jp  ,55  Un  système  de  corps  dont 


les  masses  sont  m,  m',  m", 
liés  entre  eux  par  des  fils 
ou  des  cordons,  sont  mo- 
Q biles  sur  un  plan  horizon- 
tal. La  force  motrice  est 
le  poids  d’un  corps  dont 
la  masse  est  p et  qui  tire  le  dernier  cordon. 

Le  mouvement  est  uniformément  accéléré,  et  la  force 
accélératrice  est  à g comme  la  masse  |x  du  poids  moteur 
est  à celle  de  tout  le  système. 

505.  Si  Ton  tenait  compte  du  frottement,  le  mouve- 
ment serait  encore  uniformément  accéléré. 

506.  Autre  solution.  — Soient  T,. T',  T"  les  ten- 
sions des  trois  61s  ; 

T = di-, 

T<r<T". 


On  a négligé  la  masse  des  cordons.  Si  l’on  en  tenait 
compte,  la  tension  serait  variable  dans  l’étendue  d’un 
même  cordon. 

507,  508.  Mouvement  d’une  chaîne  sur  deux  plans 
INCLINÉS.  — Soit  BGB'  une  chaîne  pesante  homogène  qui 
repose  sur  deux  plans  inclinés  faisant  avec  l’horizon  des 
angles  CAA' = or,  CA'A  = a'.  Soient  l la  longueur  de 
la  chaîne,  p la  masse  de  l’unilé  de  longueur.  Posons 
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x=  BC,  a/=B'C: 

(P  X ( sin  a -1-  sin  a'  ) , 

e ' x-i-  g sin  a — O 

(IP  ® l ® 

est  l’équation  du  mouvement  dont  l’intégrale  est 


4i5 


l sin  < 


- + A e"'  H-  B e-"', 


sm  a -t-  sin  a 
A et  B étant  deux  constantes. 

509.  Quand  la  chaîne  reste  en  repos,  on  a 
A = o,  B = o, 

CB 


l sin  a' 


CB'  = 


Sin  a sin  a 
/ sin  a 


. 510.  On  peut  encore  trouver  l’équation  de  ce  mouve- 
ment en  s’appuyant  sur  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles. 

511.  Mouvement  de  deux  points  assujettis  a de- 
meurer SUR  DEUX  courbes  DONNÉES  ET  DONT  LA  DISTANCE 

EST  invariable.  — Soient  m et  m'  deux  points  malé- 
Fig.  i56.  riels  sollicités  par  deux  forces  P 

et  P',  assujettis  à rester  à une 
distance  constante  mm'  =.1  l’un 
de  l’autre  et  à demeurer  sépa- 
rément sur  deux  courbes  don- 
nées mA  et  m' A!.  Les  forces  et 
les  courbes  sont  comprises  dans  un  même  plan  xOy. 

Soient  X,  Y,  X',  Y'  les  composantes,  parallèles  aux 
axes,  des  forces  P et  P'.  L’équation  du  mouvement  sera 

î? S- ^ 

= X<i^r  + Ydy  -+-  X'rfx'-+-  YVr'. 
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TRENTE-NEUVIÈME  LEÇON. 

MOMENTS  d’inertie. 

512.  Définitions.  — Ou  appelle  moment  d'inertie 
d'un  point  matériel  par  rapport  à un  axe  le  produit  de 
la  masse  de  ce  point  par  le  carré  de  sa  distance  à l’axe. 

513.  Le  moment  d’inertie  d’un  système  de  points  ma- 
tériels dont  la  forme  est  invariable,  par  rapport  à un  axe,  • 
est  la  somme  des  moments  d’inertie  de  tous  ces  points  par 
rapport  à cet  axe. 

514.  Les  points  matériels  qui  composent  un  corps 
n’y  sont  pas  répandus  d’une  manière  continue  : on 
sait,  au  contraire,  qu’ils  sont  séparés  entre  eux  par 
des  espaces  vides  qu’on  appelle  des  pores.  Cependant  on 
peut  dans  chaque  cas  obtenir  le  moment  d’inertie , en 
supposant  la  masse  distribuée  d’une  manière  continue 
dans  le  corps. 

515.  Moments  d’inertie  d’un  parallélipipède  rec- 
tangle. — En  appelant  M la  masse  du  corps,  et  a,,  fc,  c 
les  longueurs  de  ses  arêtes , les  moments  d’inertie  du 

,5-  parallélipipède  par  rapport  aux 


Le  plus  grand  correspond  à la  plus  petite  arête  et  le  plus 
petit  à la  plus  grande. 


Digitized  by  Google 


ET  DES  FOHMULES  PIUNCIPALES.  - 4*7 

ol6  à 518.  Ellipsoïde  homogème.  — Soit 


l’équation  d’un  ellipsoïde  rapporté  à ses  diamètres  prin- 
cipaux. M étant  la  masse  de  l’ellipsoïde  et  A,  B,  C 
désignant  ses  moments  d’inertie  par  rapport  aux  axes 
Ox,  O/,  O Z,  on  aura 

519.  est  le  moment  d’inertie  d’une  sphère  pat- 

rapport  à un  diamètre  quelconque. 


8w  . 

■Y  I P'" 


Fig.  iâ8. 


est  le  moment  d’inertie,  relativement  à un.diamètre  quel- 
conque, d’une  couche  sphérique  dont  les  rayons  intérieur 
et  extérieur  sont  a et  i,  et  dans  laquelle  la  densité  p, 
supposée  la  même  pour  tous  les  points  situés  à une  même 
distance  du  centre,  est  variable  avec  cette  distance. 

520.  Solides  de  révolution.  — Soient  CD  la  courbe 
méridienne  et  Oa:  l’axe  de  révo- 
lution. Le  moment  d’inertie  du 
volume  engendré  par  la  révolu- 
tion de  l’aire  ACDB  sera 

I 

^ Ja 

en  désignant  par  a et  A les  ab- 
extréinités  de  la  courbe  CD. 

II.  ■ . , 27 
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521 . Le  moment  d’inertie  du  segment  sphérique  est 


522.  Relation  enthp;  les  moments  d’inertie  par  rap- 
port A DEUX  AXES  PARALLÈLES. 

— Soit  O le  centre  de  gravité, 
« = la  plus  courte  distance  OA 
des  deux  droites  Oz  et  AH;  m — 
la  masse  du  point  M ; MH  = r, 
MK  = R.  On  a 

2 M 

Le  moment  d'inertie  d'un  système  de  points  par  rap~ 
port  à un  axe  quelcottque  est  égal  à celui  de  ce  système 
par  rapport  à un  axe  parallèle  à celui-ci  mené  par  le 
centre  de  gravité,  augmenté  du  produit  de  la  masse 
du  corps  par  le  carré  de  la  distance  des  deux  axes, 

Ze  moment  d'inertie  d’un  corps  par  rapport  à un 
axe  qui  passe  par  son  centre  de  gravité  est  moindre  que 
pour  tout  autre  axe  parallèle  à celui-ci  ; ce  moment  est 
le  même  pour  tous  les  axes  parallèles  et  également  éloi- 
gnés du  centre  de  gravité,  et  il  augmente  à mesure  que 
V axe  s'éloigne  de  ce  point. 


Fig.  i5g. 


523.  Relation  entre  les  moments  d’inertie  par 


Fig.  i6o. 


RAPPORT  A DIFFÉRENTS  AXES  QUI 
PASSENT  PAR  LE  MEME  POINT.  

Soit  01  un  axe  quelconque. 
Abaissons  MH  perpendiculaire 
sur  01.  Soient  a,  6,  y les  angles 
que  01  fait  avec  Ox,  Oj',  Oz, 
P le  moment  d’inertie  de  tout  le 
système  par  rapport  à l’axe  01. 
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B = 2 m (æ'  + z’)  , 


D =2)  "'/Z. 

K = mxz , 

F = 2 


ft  = A cos’  a ^ B cos’  § + C cos’  y 
— 2 D cos  6 cos  y — 2 E cos  a cos  y — 2 F cos  a cos  6 . 


QUARANTIÈME  LEÇON. 

SUITE  DES  MOMENTS  d’iNERTIB.  — ROTATION  AUTOUR  d’uN  AXE. 

o24.  Ellipsoïde  CENTRAL.  — Sur  Ja  droite  01  (Jîÿ-  i6o) 

prenons  une  longueur  ON  = — • Si  l’on  a fait  la  même 

construction  pour  toutes  les  droites  menées  par  le  point 
O,  le  lieu  des  points  N a pour  équation 

AX’  -I-  BY’  + CZ’  — 2 DYZ  — 2 EXZ  — 2 FXY  = o. 

C’est  un  ellipsoïde  ayant  le  centre  pour  origine. 

525.  Axes  principaux.  — Quand  les  axes  coordon- 
nés sont  dirigés  suivant  les  axes  principaux  de  l’ellip- 
soïde, on  a 

2to/z  = o,  ^mxî=o,  ^ mxjr  = o. 

Cçs  trois  axes  sont  appelés  les  axes  principaux  d'inertie 
du  système,  et  les  moments  d’inertie  correspondants  sont 
dits  moments  principaux . 

526,  527.  Le  système  des  axes  principaux  est  unique,  à 

27. 
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moins  que  l’ellipsoïde  ne  soit  de  révolution.  Dans  ce  cas 
l’axe  de  révolution  et  deux  diamètres  perpendiculaires 
entre  eux  et  à ret  axe  forment  un  système  d’axes  princi- 
paux. Si  l’ellipsoïde  devient  une  sphère,  trois  diamètres 
quelconques  perpendiculaires  entre  eux  sont  des  axes 
principaux,  et  les  moments  d’inertie  par  rapport  à ces 
axes  sont  égaux.  Le  moment  d'inertie  le  plus  grand  cor- 
respond au  plus  petit  axe  de  l’ellipsoïde,  et  le  plus  petit 
correspond  au  plus  grand.  , 


ü28.  On  peut  prendre  des  axes  coordonnés  tels,  que 
deux  des  rectatigles  disparaissent  dans  l’équation  de  l’el- 
lipsoïde et  qu’elle  prenne  la  forme 

AX’4-BY'-t-CZ'— 2FXY=  i. 


L’axe  des  s est  alors  l’un  des  axes  principaux  du  corps 
relatifs  au  point  O. 


i)29.  Relation  entre  les  axes  principaux  relatifs 
A DIFFÉRENTS  POINTS.  — Lgs  uxbs  principaux  relatifs  à 
un  point  quelconque  d'un  corps  sont  parallèles  aux 
axes  principaux  relatifs  au  centre  de  gravité  de  ce  corps 
lorsque  la  droite  qui  joint  le  premier  point  au  second  est 
un  axe  principal  relatif  au  second. 


r>30,  î*3l . Points  pour  lesquels  les  moments  princi- 
paux d’inertie  d’un  corps  sont  égaux.  — Quand  l’el- 
lipsoïde relatif  au  point  O,  centre  de  gravité  du  corps, 
est  de  révolution  autour  de  son  petit  axe,  il  existe  sur  cet 
axe  deux  points  symétriques  par  rapport  au  point  O et 


situés  à une  distance  de  ce  point  é 


égale  à y/: 


A—  B 

ir 


-J  qui 


répondent  à la  question. 

f>32.  Prenons  pour  exemple  l’ellipsoïde 


! 
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L’ellipsoïde  doit  être  de  révolution  autour  de  sou  petit 
axe.  Il  y aura  deux  points  répondant  à la  question,  situés 
sur  le  plus  petit  axe  à des  distances  du  point  O égales  à 


533.  Mouvemext  de  rotation  d’un  système  solide 
AUTOUR  d’un  axe  fixe.  — La  vitesse  des  points  situés  à 
une  distance  de  l’axe  égale  à l’unité  est  ce  qu’on  appelle 
la  vitesse  angulaire  ou  de  rotation  du  système.  Nous  la 

désignerons  par  eo.  La  vitesse  ^ d’un  point  quelconque 

à une  distance  r de  l’axe  est  représentée  par  rco. 


53-t.  Un  mouvement  de  rotation  est  dit  uniforme 
quand  la  vitesse  de  rotation  est  constante.  Ce  mouvement 
a lieu  lorsque  les  points  du  système  ne  sont  sollicités  par 
aucune  force  motrice  ou  par  des  forces  motrices  qui  sc 
font  équilibre  autour  de  l’axe  fixe. 


QUARANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

MOUVEMENT  DE  ROTATION  AUTOUR  d’un  AXE  (sUITE). 


535.  Cas  OU  LE  CORPS  est  mis  en  mouvement  par  des 
percussions.  — Décomposons  chaque  force  instantanée  P 
eu  deux  : Z,  parallèle  à l’axe  Oz;  Q,  située  dans  un  plan 
perpendiculaire  à cet  axe.  Soit  u la  vitesse  que  cette 
dernière  composante  serait  capable  d’imprimer  au  point 
m s’il  était  libre-,  w la  vitesse  de  rotation  du  système; 
q la  plus  courte  distance  de  l’axe  et  de  la  force  Q;  on 
aura  • 
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536,  537.  Si  toutes  les  vitesses  sont  égales 

et  parallèles  ; désignons  par  p la  somme  des  masses  des 
points  qui  reçoivent  directement  celte  vitesse  commune  t'. 
Appelons yia  distance  du  centre  de  gravité  de  la  masse  jn 
à un  plan  passant  par  l'axe  et  parallèle  à la  direction  des 
vitesses.  On  a 

fil/ 

ùi  ~ ’ ■ « 

2"”-’ 

Celle  formule  convient  à un  corps  solide  C mobile  au- 
tour d’un  axe  fixe  Oz,  choqué  par  un  autre  corps  C,  qui 
après  le  choc  reste  attaché  en  C,  au  premier  et  dont 
tous  les  points  sont  animés  de  vitesses  égales  et  paral- 
lèles. 

538,  539.  Si  le  corps  est  choqué  simultanément  par 
plusieurs  masses  p,  u',  fx",...,  animées  de  vitesses  diffé- 
rentes et  qui  lui  demeurent  attachées  après  tous  ces 
chocs,  on  aura 

W = y 

'^mr' 

540.  Si  le  système,  au  lieu  d’éprouver  des  percussions 
simultanées,  reçoit  une  suite  de  chocs  se  succédant  à des 
époques  quelconques,  la  vitesse  angulaire  sera  toujours 
donnée  par  la  formule  précédente. 

541  à 543.  Calcul  des  pebcussioins  exercées  sur  l’axe 
FIXE.  — Supposons  que  le  corps  soit  mis  en  mouvement 
par  une  force  instantanée  qui  imprimerait  une  vitesse  V 
à une  certaine  masse  /x  au  centre  de  gravité  de  laquelle 
elle  serait  appliquée.  Celle  force  instantanée  ou  percus- 
sion a pour  mesure  la  quaiiiilé  de, mouvement  V fx. 
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Soient  X,  Y,  Z les  composantes  de  la  quanlilé  de  mou- 
vement pV,  etX],  Yi,  Z,  celles 
de  la  résistance  du  point  O;  X„ 
Yj,  Zj  celles  de  la  résistance 

du  point  H;  enfin  m — i rn  ? 

m les  composantes  de  la  quan- 
tité de  mouvement  efTeciive  pour 
le  point  m : soit  OH  =zh.  On 
aura,  Xx  et  j'x  désignant  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  du  corps  entier, 

X -H  w M_)^i  -H  X|  -f-  X,  = o , 

Y — wMx,-|- Y,  4- Y,  = o, 

Z -f-  Z,  4-  Z,  = O ^ 

Y,  /j  — Z P — U ^ mxz  = O , 


Fig.  164. 


— Xj  A 4-  Z a — U myz  = o , 

X P — Y a 4-  U nir’  = o . 


Ces  équations  déterminent  X,  et  Y,,  X,  et  Y,  et  la 
somme  Z,  4- Zj,  sans  déterminer  séparément  Z,  et  Z,. 

5-ii  à oi6.  CoNniTIONS  POUR  QUE  l’aXE  n’ÉPROUVE 
AUCUHE  PERCUSSIOM.  CeKTRE  DE  PERCUSSIOH.  1°.  La 

direction  de  la  percussion  doit  être  perpendiculaire  au 
plan  qui  passe  par  l’axe  fixe  et  par  le  centre  de  gravité 
du  corps.  ' 

2°.  Cet  axe  doit  être  un  des  axes  principaux  pour  le 
point  où  il  rencontre  le  plan  qui  lui  est  perpendiculaire 
et  qui  contient  la  force  Instantanée. 

3”.  Enfin  la  distance  de  cette  force  à l’axe  doit  être 

égale  à n4 •>  a étant  la  distance  du  centre  de  gravité 
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du  corps  à l’axe  et  MA’  le  moment  d’inertie  du  corps  re- 
lativement à un  axe  mené  par  ce  centre  de  gravité  paral- 
lèlement à l’axe  fixe. 

547.  On  appelle  centre  de  percussion  le  point  auquel 
la  percussion  doit  être  appliquée  dans  le  plan  passant  par 
l’axe  et  le  centre  de  gravité  pour  qu’il  n’y  ait  pas  d’effort 
exercé  sur  l’axe  fixe  : la  distance  du  centre  de  percussion 

/> 

à l’axe  fixe  est  a H 

a 

Si  l’axe  passait  par  le  centre  de  gravité,  il  éprouverait 
toujours  une  percussion. 

548.  Réciproquement,  si  le  corps  est  en  mouvement 
autour  de  l’axe,  on  pourra  l’arrêter  brusquement  sans 
qu’il  existe  aucune  percussion  contre  l’axe  en  appliquant 
au  centre  de  percussion  une  force  instantanée  égale  à 
toMa,  perpendiculaire  au  plan  mené  par  l’axe  et  par  le 
centre  de  gravité  du  corps. 

549.  Condition  pour  qu’il  n’y  ait  de  percussion 
qu'en  un  point  de  l’axe.  — Si  ce  point  est  le  point  H, 
et  si  Z = O,  en  posant 

• D = 

l’équation  de  condition  est 

DY  -f-  EX  = ci)M^. 

Si  Oz  est  un  axe  principal  d’inertie  pour  le  point  O, 
la  percussion  est  appliquée  au  point  O. 
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QUARANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

ROTATION  d’un  CORPS  AUTOUR  d’un  AXE  (sUITe). 

550.  Rotation  d’un  corps  sollicité  par  des  forces 
QUELCONQUES.  — Soient  X,  Y,  Z les  composantes  de  la 
force  motrice  P du  point  m (x, y,  z),  on  a 

2"' 

■ 551  à 553.  Pressions  sur  l’axe.  — On  applique  à 
deux  points  quelconques  O et  H,  pris  sur  l’axe,  deux 
forces  R,  (X,,  Y,,  Z,)  e«R,  (X,,  Y„  Z,),  égales  et  con- 
traires aux  pressions  exercées  sur  ces  deux  points  à chaque 
instant  du  mouvement.  On  aura,  en  posant  OH  = h,  en 
désignant  par  z,)  le  centre  de  gravité  du  système 

et  par  M sa  masse, 

-H  ^ Mjr,  -H  w’Mx,  X, -|-X,=  o, 

2)  X — M JT.  H-  «’Mr,  -t-  Y,  -h  Y,  = o, 

Z -f-  /(  Z,  = o , 

^(Xz  — Zx)  w’^mxz-f-XjA 

V (Yx—  X/)  — ^ 2 

SST.  Cas  ou  IL  n’y  a pas  de  forces  motrices.  — 
Les  résistances  R,  et  R,  se  réduisent  à deux  forces  per- 
pendiculaires à Taxe,  et  fout  équilibre  aux  forces  cen- 
trifuges de  tous  les  points  du  corps  qui  agissent  sur  l’axe 
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perpendiculairement  à sa  direction.  La  force  tangenlielle 
est  nulle  pour  chaque  point.  Les  résistances  sont  propor- 
tionnelles au  carre  de  la  vitesse  constante  w. 

o55.  Si  un  corps  retenu  par  un  seul  point  fixe  com- 
mence à tourner  autour  d'un  des  axes  principaux  re- 
latifs à ce  point,  il  continuera  à tourner  uniformément 
autour  de  cet  axe  comme  s'il  était  fixe. 

La  pression  sur  le  point  O est  dirigée  dans  le  plan  qui 
passe  par  l’axe  et  par  le  centre  de  gravité. 

S56.  Pour  que  le  point  O ne  supporte  aucune  pres- 
sion, il  faut  et  il  suffit  que  le  centre  de  gravité  soit  sur 
l’axe  de  rotation,  et  alors  le  mouvement  ayant  com- 
mencé autour  de  cet  axe,  supposé  fixe,  continuera  uni- 
formément autour  du  même  axq  lorsqu’on  le  rendra  en- 
tièrement libre. 

5o7,  558.  Cas  ou  les  forces  motrices  se  réduisent 
A UN  COUPLE.  — Les  conséquences  précédentes  subsistent 
quand  Içs  forces  motrices  se  réduisent  à un  couple  situé 
dans  un  plan  perpendiculaire  à l’axe. 

559.  Uu  corps  retenu  par  un  point  fixe  O et  sollicité 
par  un  couple  ne  tend  pas  à tourner  autour  d’une  perpen- 
diculaire O Z au  plan  de  ce  couple,  à moins  que  cette  per- 
pendiculaire ne  soit  l’un  des  axes  principaux  relatifs  au 
point  O. 

. Mouvement  du  treuil.  — Si  co  est  la  vi-, 
tesse  angulaire  du  système,  OC  = c, 
OC'=c',  MA*  le  moment  d’inertie 
du  treuil  par  rapport  à l’axe,  M la 
masse  du  treuil,  on  aura 


560,  561 


Fig.  i65. 
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d’où  l’on  tire 

rfw g (me  — m' c') 

dt  M me'  -t-  m' c" 

On  aura,  en  supposant  la  vitesse  initiale  nulle, 

gt[mc  — m'e') 

MX’-)- me' + m'e'' 

Le  mouvement  est  uniformément  accéléré. 

Si  l’on  avait  mc  = m'c',  la  vitesse  angulaire  serait 
nulle  et  le  corps  resterait  en  repos.  S’il  y avait  une  vi- 
tesse initiale,  le  mouvement  serait  uniforme. 


562.  Tensions  des  cordons  : 

„ _ _ pc{pc  — p'<^) 

^ P/' -(- 

PX'-)-/>c’-|-/>'c" 

Ces  tensions  sont  constantes  pendant  le  mouvement. 


563.  Pression  totale  zs  exercée  sur  l’axe  du  treuil  : 


a = V + p+p' 


[pc  — p'c'Y 

P / ' -)-  yuc'  -|-  />'  c'' 


QUARANTE-TROISIÈME  LEÇON. 

PENDULE  COXPOSfi. 

565.  Pendule  composé.  — Equation  du  mouvement. 
— On  nomme  pendule  composé  un  corps  qui  peut  tour- 
ner autour  d’un  axe  fixe  horizontal. 
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Prenons  l’axe  fixe  O z pour  axe  des  z ; pour  axe  des  x 
Fi(j.  i66.  _ une  horizontale  <3  jc  perpendiculaire 

à Oz,  et  pour  axe  des  j une  verti- 
cale Ojr  dirigée  dans  le  sens  de  la 
pesanteur.  M étant  la  masse  totale 
du  corps  et  G le  centre  de  gravité, 
abaissons  GA  perpendiculaire  sur 
Oz,  menons  la  verticale  AD  et 
abaissons  sur  cette  droite  la  perpendiculaire  GD.  Soit  G, 
la  position  initiale  de  G,  MA*  le  moment  d’inertie  par 
rapport  à un  axe  passant  par  le  point  G et  parallèle  à 
Oz.  Posons  GA  = a,  DAG  = 0,  DAG,  = a ; on  a 


g<^ 


dt> 


. sin  6 : 


et  l’on  trouve 


— (cosO  — cos  a), 

étant  la  vitesse  angulaire  initiale. 

56b.  Pendule  composé  ramené  au  pendule  simple. 
Supposons  la  longueur  l déterminée  par  l’équation 


Alors  le  pendule  composé  ou  plutôt  la  droite  AG  et  le 
pendule  simple  de  longueur  l auront  le  même  mouve- 
ment angulaire,  pourvu  que  les  valeui  s initiales  de  0 et 

J dQ  . . 

de  soient  les  mêmes. 
dt 

S67 . Axe  d oscillation.' — Si  fians  le  plan  passant 
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r l'axe  et  par  le  centre  de  gravité  du  pendule  on 
mène  une  droite  IBI'  parallèle 
à cet  axe  et  à une  distance  de 
celui-ci  égale  à I,  chaque  point 
de  cette  droite  se  mouvra  comme 
s'il  ne  faisait  pas  partie  du  corps 
et  qu’il  fût  simplement  lié  à 
r axe  par  une  droite  rigide  et 

sans  masse. 

\ 

La  droite  IBI'  est  nommée  l’axe  d'oscillation  du  corps, 
correspondant  à l’axe  de  suspension  Oz.  Le  point  B de 
cette  droite,  situé  sur  la  droite  AG  perpendiculaire  à l’axe  ' 
de  rotation,  se  nomme  centre  d'oscillation.  On  l’obtient 

en  prolongeant  AG  d’une  longueur  égale  à — ■ 

568.  Les  axes  d’oscillation  et  de  suspension  sont  ré- 
ciproques, c’est-à-dire  que  si  l’on  faisait  osciller  le  corps 
autour  dè  II',  l’axe  de  suspension  primitif  Oz  deviendrait 
l’axe  d’oscillation. 

569.  Etant  donné  l’axe  de  suspension  d’un  corps,  on 
peut  trouver,  par  l’expérience,  l’axe  d’oscillation  corres- 
pondant. 

*570.  Il  y a une  infinité  d'axes  autour  desquels  les 
petites  oscillations  sont  de  même  durée. 

571.  Axe  de  la  plus  courte  oscillatiobt.  — L’axe 
de  suspension  est  perpendiculaire  à l’axe  du  plus  petit 
moment  d’inertie  A relatif  au  centre  de  gravité.  On  a 


Fie.  '67- 
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QUARANTE-QUATRIÈME  LEÇON.  - 

PENDULE  CONIQUE. 

872,  573.  Pendule  conique.  — F^quations  du  mou- 
vement. — Un  point  matériel  m est  assujetti  à se  mou- 
voir sur  la  surface  d’une  sphère  dont  le  centre  est  au 
point  O,  et  dont  le  rayon  est  l.  En  désignant  par  N la 
résistance  de  la  surface,  et  l’axe  des  r étant  pris  dans  le 
sens  de  la  pesanteur,  les  équations  du  mouvement  sont 

d’x  Nx  d’r  N J d’z  Nz 

— — r'  = o>  “JT  d — r=°>  tt  + 'j g = o. 


574  à 570.  Cas  ou  le  point  pesant  reste  dans  un 
PLAN  HORIZONTAL.  — Le  point  décrit  un  cercle,  intersec- 
tion de  ce  plan  et  de  la  surface  sphérique. 

La  vitesse  f est  constante  et  le  mouvement  circulaire 
est  uniforme. 

i 

xd'x  y dx‘‘  dy^ 

+ d? = °- 


On  a 


La  durée  de  la  révolution  est  égale  .à  'jtt 

877  à 580.  Intégration  des  équations  du  mouve- 
ment. — On  a 


df. 


— *»- 
±ldz 


sio.g  (/’  — z>)  (z  _ Z,  -t-  h,)~0 


e étant  l’angle  que  fait  la  direction  de  la  vitesse  e avec  la 
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perpendiculaire  au  plan  mO^,  on  a 


43i 


C’  = r]  t>J  cos’ Sa  = 2ghi,  ri  cos’  to  = 2g /il  (/’  — zl  ) cos’e,, 

dl  Idz 


dt=  ■— 


^2g\l[l'  — z‘)[z  — Zi-\-/li)  — (/’—*;)  AaCOS’Cj 

581 . Maximum  et  minimum  de  la  valeur  de  z.  — 
L’équalion 

(/’  — z’)  (i  — 4-  /<«)  — [P  — zj)  /‘i  cos’si  = O 

a trois  racines  réelles  ; une  première  a comprise  entre  l 
et  Zo , une  seconde  b comprise  entre  z„  et  — /i,  et  une 
troisième  négative  — c entre  — / et  — oo  . La  variable  z 
restera  comprise  entre  a sa  valeur  maximum  et  b sa  va- 
leur minimum. 

582.  Expression  du  temps  employé  a parcourir  un 
ARC  de  la  trajectoire.  — Si  l’on  pose 


sin  <f  : 


/a  — z 

\ 


on  a 


dt 


b) 


X 


ab  n’)  cos’ç  -h  + 2 aè  -l-  è’)  sin’ç 


583.  Le  temps  pour  aller  d’un  point  a = ê à un  autre 
point  z =za  s’obtiendra  eu  intégrant  cette  formule  entre 
les  limites  6 et  a.  Le  temps  nécessaire  pour  aller  du  point 
le  plus  haut  au  point  le  plus  bas  ou  du  point  le  plus  bas 
au  point  le  plus  haut  est 


P d,f 

V g {P 2.  ab a'')  Jq  \ sin’  <p  * 
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en  posant 


’ a»— fc» 

P+  7.ab  + <j’ 


î>84.  On  a 


^a  V g{P-\-  "iab-\-b') 


g[P-^  2ai-|-o’) 


QUARANTE-CINQUIÈME  LEÇON . 

PENDULE  CONIQUE  (SUITe).  — MOUVEMENT  d’uNE  TIGE  PESANTE. 

58S.  Calcul  de  l’ahgle  <I>.  — On  a 


9 

a^ü/~-b~)  (^  + «)cos*  <f -+-(/+ é)sin’ç 

_ (/  — a)  cos'ip -(- (/ — 6)  sin’9_ 


X 


\J \^P  + 1 ab a‘‘)  cos’y  +(/’  -f-  2 a6  + 6’)  sin’ip' 


ij)  est  la  somme  de  deux  intégrales  elliptiques  de  troisième 
espèce. 

586,  L’angle  dièdre  Ÿ compris  entre  les  deux  po- 
sitions extrêmes  du  point  m est  donné  par  l’intégra- 
tion de  l’équation  précédente  entre  les  limites  o et  -• 


P—a‘‘-lr-2.\l{P — «=)(/'  — IP] 
P-\-iab-{-a‘  ’ 


i\/ 

■K  . / P— b' 
— 


— b'  + i^j(P  — a^)[P-  b') 
P -^2ab  b^ 


On  voit  donc  que  Ÿ est  plus  grand  que 
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587,  588.  Tension  du  fii..  — üii  a 


433 


N: 


= ^(3z-: 


■9./10). 


:>89.  Cas  ou  LE  PENDULE  s’ÉCARTE  PEU  DE  LA  VERTI- 
CALE. — On  a à peu  près  N = g:  : en  posant 

j:  = a<os(ir,  _^  = Ssin«/. 

La  projection  hotizontale  de  la  courbe  décrite  est  une 
ellipse  dont  les  axes  sont  2a  et  26. 


La  durée  de  la  demi -révolution  est  tr 


\/r 


esi-à-dire 


égale  à celle  d’un  pendule  de  môme  longueur  qui  oscille- 
rait dans  un  plan  vertical. 

590.  La  projection  du  pendule  sur  un  plan  korixontal 
décrira  encore  à très-peu  près  une  ellipse  si  l’angle  que 
le  pendule  fait  avec  la  verticale  varie  très-peu. 

I.a  durée  de  la  demi-révolution  est  Trt/-, 

V g 

moindre  que  tt  • 


valeur 


591,592.  Mouvement  d’une  tige  pesante  tournant 
AUTOUR  d’un  de  ses  points  qui  est  fixe,  a étant  la 
distance  du  point  O au  centre  de  gravité  de  la  tige  pe- 
sante, M la  masse  et  MA’  le  moment  d’inertie  de  cette 
tige  par  rapport  h ce  même  centre  de  gravité,  on  a 


ii‘  X 

~üï 


-I-  A.r  = o, 


f/’r 


iPz 

UF 


Az 




/!' 

« -I 

a 


II. 


28 
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La  tigu  pesante  se  ineiil  comme  le  jiendule  simple» 
dont  la  longueur  est  l — a -h  —• 


593.  Toutes  les  forces  perdues  se  font  équilibre  autour 
du  point  fixe  O ou  sont  détruites  par  la  résistance  de  ce 
point.  En  désignant  par  P la  pression  exercée  sur  le  point 
O,  et  ses  composantes  par  X,  Y,  Z,  on  a 


Mn 

= — *r, 


A z=  Mÿ 


394.  La  pression  P sur  le  point  O est  la  résultante  de 
deux  forces,  l’une  dirigée  suivant  la  tige  et  égale  à MaX, 

l’autre  verticale  et  égale  à Mg  p- • 


593.  Si  le  centre  de  gravité  de  la  tige  coïncide  avec  le 
point  fixe,  la  tige  reste  dans  le  plan  qui  passe  par  sa 
position  initiale  et  par  la  direction  de  la  percussion,  et 

1 • • (*  ''f 

tourne  dans  ce  plan  avec  la  vitesse  constante  w= 


QUARANTE-SIXIÈME  LEÇON. 

rROPRIÉTf.S  (;É.\ÉRAl.KS  1)L  MOUVEMEXT.  MOUVKllEXT 

ne  CENTRE  DE  (IRAVITÉ. 

397.  Remarques  sur  les  systèmes  de  poims  qui 

PEUVENT  SE  MOUVOIR  COMME  DES  CORPS  SOLIDES.  — Con- 
sidérons un  système  de  points  matériels  m,  m , //r  , - . 
sollicités  respectivement  par  des  forces  P,  P',  P",..., 
dont  les  composantes  parallèles  aux  axes  sont  X»  Y,  Z; 
X',  Y',  Z'; Si  les  liaisons  sont  telles,  que  les  point-s 

- • . 
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puissent  SI*  déplacer  sans  que  leurs  distances  changent, 
on  aura 


„,^=yx. 

I (it‘  ^ 


>: 


dV 


Z 

7/7  ' 


Vz. 


598,  599.  Pour  que  le  système  pnisse  se  déplacer  comme 
un  corps  solide,  c’est-à-dire  sans  que  les  distances  de  scs 
poiuts  varient,  il  faut  et  il  suflit  que  chaque  équation  de 
condition  se  réduise  à une  relation  entre  les  distances  de 
ses  différents  points. 

GOO,  601.  Mouvement  du  cektke  ne  geavité.  — Le 
centre  de  gravité  de  tout  SYStème  libre  se  meut  comme 
si  les  masses  de  tous  les  points  matériels  y étaient  réunies 
et  que  les  forces  motrices  y f ussent  transportées  paral- 
lèlement à elles-mêmes. 

• 

602.  Vitesse  initiale  du  centhe  de  gravité  d’un 
système  mis  en  mouvement  par  des  forces  instanta- 
nées. — Cette  vitesse  est  celle  que  prendrait  un  point 
ayant  la  masse  M,  placé  au  centre  de  gravité  et  qui  serait 
sollicité  par  toutes  les  forces  instantanées  du  système 
transportées  parallèlement  à elles-mêmes  en  ce  point. . 

603  , 601.  Conservation  du  mouvement  du  centre 
DE  gravité.  — Quand  toutes  les  forces  motrices  trans- 
portées parallèlement  à elles-mêmes  eu  un  point  quel- 
conque s’y  font  équilibre,  le  mouvement  du  centre  de 
gravité  est  rectiligne  et  uniforme. 

605.  Si  l’on  considère  les  quantités  do  mouvement  de 
toutes  les  molécules  comme  des  forces  ettp’ou  les  trans- 
porte parallèlcmentà  elles-mêmes  en  un  mênie  point,  elles 
donnent  une  résultante  de  grandeur  et  de  direction  con- 
stante. Le  centre  de  gravité  se  meut  suivant  une  ligne 
droite  parallèle  à cette  résultante  et  avec  une  vitesse  égale 
à cette  résultante  divisée  par  la  masse  totale  du  .système. 
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I-RUPRIËTËS  GËNËRALES  UU  MOUVEMENT  RELATIVES  AUX  AIRES. 


(506.  Relations  entre  les  quantités  de  mouvement 
d'un  SYSTEME.  — Dans  un  ensemble  de  points  matériels  * 
qui  peuvent  se  déplacer  comme  un  système  solide,  on  a 


Ces  équations  subsistent  s’il  y a dans  le  système  uiî 
point  fixe,  pourvu  qu’il  soit  pris  pour  origine  des  coor- 
données. 


607.  Lorsqu’en  supposant  le  système  solidifié,  les 
forces  qui  le  sollicitent  se  font  équilibre,  ou  bieu  encore 
lorsqu’elles  se  réduisent  à une  force  unique  passant  par  < 

l’origine  des  coordonnées  la  somme  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  des  masses  du  système  par  rap- 
port à une  ligue  droite  quelconque  est  constante. 


608.  Si  l’on  considère  comme  des  forces  les  quantités 
de  mouvement  qui  animent  les  dill'érents  points  du  sys- 
tème, <|u’on  les  compose  comme  si  elles  élaicut  appli- 
juées  à un  corps  solide,  on  trouvera  toujours  la  même 
|Ssu1  tante  et  le  même  couple  résultant  par  rapport  à une 
Hnême  or'  Le  moment  de  ce  couple  résultant  est 

A = (•"*,  et  son  plan,  perpendiculaire  à la 

droit  fc  les  axes  des  angles  ayant  pour  cosi- 


ni) 


[Miur  équation 


c"  X r'  X + rz  = O, 
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c,  c',  c"  étailt  les  soiniries  des  quanlilés  de  mouveineiil  par 
rapport  aux  axes  des  y,  x. 


609.  PiîixciPE  DES  AIRES.  — Quaud  les  forces  mo- 
trices appliquées  à un  système  se  font  équilibre  en  sup- 
posant le  système  solidifié,  ou  bien  quand  toutes  ces 
forces  ont  une  résultante  unique  passant  par  l'origine 
des  coordonnées , la  somme  des  aires  décrites  par  les 
projections  du  rayon  vecteur  sur  chacun  des  plans 
coordonnés  multipliées  respectivement  par  les  masses 
des  points  correspondants  est  proportionnelle  au  temps. 
C’est  ce  qu’oii  appelle  le  principe  de  la  conservation  des 
aires. 

610.  Cette  loi  a lieu  eu  particulier  quaud  les  forces 
motrices  du  système  se  réduisent  à des  actions  mutuelles 
entre  ses  différents  poiuts  ou  à des  forces  constamineul 
dirigées  vers  un  même  point  fixe,  pourvu  qu'on  prenne 
celui-ci  pour  l’origine  des  coordonnées. 


611,  612.  Du  PRINCIPE  DES  AIRES  DANS  LE  MOUVEMENT 
RELATIF.  — Prenons  pour  origine  un  point  mobile  avec 
le  système,  O,.  Désignons  par  oti,  y,,  ses  coordonnées 
par  rapport  à un  système  fixe  Ox,  Oy,  Oz.  Soit  m tm 
point  ayant  pour  coordonnées  x,  y.,  z dans  l’ancien  sys- 
tème et  I,  y),  ^ dans  le  nouveau  composé  de  trois  axes 
0,x,,  O, y,,  O,  Z,  parallèles  aux  anciens  el  mobiles  avec 
le  point  O,.  On  aura 


si  O,  est  le  centre  de  gravité,  ou  si  l'on  prend  pour  ori- 
gine mobile  un  point  qui  ail  dans  res[iace  un  mouve- 
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ment  rectiligne  et  uniforme,  enfin  si  la  force  accélératrice 
(lu  point  O,  est  constamment  dirigée  vers  le  centre  de 
gravité  du  système. 

(M3.  Si  l'origine  des  coordonnées  mobiles  est  clioisie  de 
l'utie  de  ces  trois  manières,  on  aura,  par  rapport  aux  axes 
dont  rorigine  est  mobile,  des  propriétés  semblables  à 
celles  qu’on  a trouvées  pour  des  axes  fixes. 

614.  Plaw  nu  MVXtMu.vi  DES  AinES.  — Dans  un  système 
de  points  en  mouvement  pour  lequel  le  principe  des  aires  a 
lieu,  en  prenant  pourorigine  un  point  fixe  ou  mobile  sui- 
vant les  conditions  établies  précédemment,  il  exLue  un 
plan  fixe.  tel.  que  la  .tomme  (les  aires  décrites  pendant  un 
temps  quelconque  par  les  projections  des  rayons  vecteurs 
des  points  ntohiles  sur  ce  plan,  multipliées  par  leurs 
niasses,  est  plus  grande  que  pour  tout  autre  plan  de 
projection.  Ce  plan  est  toujours  le  même,  quel  que  soit 
le  temps  (icoulé.  On  l’appelle  jilan  du  maximum  des  aires 
ou  plan  invariable.  Son  équation  est 

f"  X -t-  r'r  es  — O 

et  la  somme  ^ mui  relative  à un  autn;  plan  de  projection 

se  déduit  de  celle  qui  se  rapporte  au  plan  rr,  en  la  multi- 
pliant par  le  cosinus  de  l’angle  des  deux  plans. 

Ce  plan  est  le  même  que  celui  du  couple  résultant  des 
quantités  de  mouvement  du  système  solidifié  (G02). 


QUARANTE-IIUITIKME  LEÇON. 

DES  forces  vives  DAXS  le  MOIVEMENT  u’lN  SYSTÈME. 

613  à 617.  Prixcipe  des  forces  vives.  — Dans  tout 
système  dont  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps, 
r accroissement  de  la  somme  des  forces  vives  de  tous  les 
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points,  pendant  un  temps  quelconque,  est  égal  au  double 
de  la  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  pendant 
le  même  temps. 

618.  Conséquences  ou  prinxipe  des  forces  vives. 
— Dans  un  système,  assujetti  à des  conditions  quel- 
conques, mais  qui  ne  dépendent  pas  explicitement  du 
temps,  s’il  ny  a pas  de  forces  motrices  ou  si  les  forces 
motrices  se  font  continuellement  équilibre,  la  somme 
des  forces  vives  reste,  constante. 

Ce  principe  est  connu  sous  le  nom  ilc  principe  de  la 
consen'ation  des  forces  vives. 

619.  Si  la  fonction  ^ (Xr/a;  -f-  Y dj  -f-  7,  dx)  çst 

la  difrcrentielle  exacte  d’une  fonction  f des  variables 
X,  y,  Z,  x',.  . considérées  comuie  indépendantes  ou 
comme  liées  entre  elles  par  les  équations  L=o,  M = o,..., 
lorsque  le  système  passe  d'une  position  à une  autre, 
r accroissement  do  la  somme  des  forces  vives  ne  dépend 
que  des  coordonnées  des  points  dans  ces  deux  posi- 
tions. 

620.  Si  les  points  mobiles  occupent  la  même  position 
à deux  époques  différentes  t et  t„,  la  somme  des  forces 
vives  aura  la  même  valeur  à ces  deux  époques,  pourvu 
que,  les  coordonnées  des  points  reprenant  les  mêmes 
valeurs,  la  fonction  f(x,y,  z,  od,'. . .)  reprenne  aussi  la 
même  valeur. 

621.  L’expression  "^[ü-dx -\-'ï dy -k-Tjdz)  est  une 

différentielle  exacte  quand  les  forces  motrices  sont  con- 
stamment dirigées  vers  des  centres  fixes,  et  qu’elles  sont 
fonctions  des  distances  de  leurs  points  d’application  aux 
centres.  Cela  arrive  aussi  quand  les  forces  proviennent 
d’attractions  ou  de  répulsions  mutuelles  entre  les  points 
du  système,  actions  dont  les  intensités  sont  fonctions  de.s 
distances  des  points  entre  lestpiels  elles  .s’exercent. 
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622.  L’expression  ^ (X  dx  dj  -\-'Ldz)  u'esl  pas 

une  différentielle  exacte  dans  le  cas  où  les  points  du  sys- 
tème éprouvent  des  frottements  ou  la  résistance  d’un 
milieu. 

623.  Des  forces  vives  dans  un  système  a liaisons 
.COMPLÈTES.  — Quand  nn  système  de  n points  est  à liai- 
sons complètes,  l’équation  des  forces  vives  suffit  pour 
déterminer  le'  mouvement  de  chaque  point.  Exemples 
pendule  composé,  mouvement  d’un  corps  solide  autour 
d’un  axe. 

62Î).  Des  forces  vives  dans  le  mouvement  relatif. 
— Dans  un  système  quelconque , lors  même  qu'il  ne 
serait  pas  entièrement  libre  dans  l’espace,  la  somme 
des  forces  ui\>es  des  points  dans  leur  mom>ement  absolu 
est  égale,  à chaque  instant,  à la  même  somme  considé- 
rée dans  le  mouvement  relatif  autour  du  centre  de  gra- 
vité, augmentée  du  produit  de  la  masse  totale  du  système 
multipliée  parle  carré  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité. 

626,  Dans  le  mouvement  relatif  d’un  système  absolu- 
ment libre,  autour  de  son  centre  de  gravité,  la  difléren- 
tielle  de  la  somme  des  forces  vives  des  points. du  système 
est  égale  au  double  de  la  somme  des  quantités  de  travail 
apparent  des  forces  motrices. 


QUARANTE-NEUVIÈME  LEÇON. 

DU  CHOC  DES  CORPS. 

627.  Du  CHOC  DIRECT  DE  DEUX  CORPS  SPHÉRIQUES.  

Considérons  deux  sphères,  dont  les  centres  se  meuvent 
sur  une  même  droite  Ox,  dans  le  même  sens  ou  en  sens 
contraires,  et  dont  tous  les  points  décrivent  des  paral- 
lèles à celle  droite. 
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628.  Si  les  deux  corps  soûl  mous,  c’est-à-dire  dépoui'vus 
d’élasticité,  après  s’ètre  comprimés  jusqu’à  un  certain 
degré,  ils  cessent  d’agir  l’un  sur  l’autre  à l’instant  où  les 
vitesses  sont  devenues  égales,  et  ils  continuent  à se  mou- 
voir en  restant  juxtaposés  avec  une  vitesse  commune  et 
conservant  la  forme  que  la  compression  leur  a donnée. 

629.  S’ils  sont  élastiques,  ils  tendent,  au  moment  où 
la  compression  cesse,  à reprendre  leur  forme  primitive 
aussitôt  que  la  vitesse  est  devenue  la  même,  et  de  là  nais- 
sent de  nouvelles  pressions  qui  tendent  à séparer  les  deux 
corps.  Si  ces  pressions  sont  égales  en  intensité  à celles  qui 
ont  lieu  dans  la  première  partie  du  choc  et  que  les  deux 
corps  quand  ils  se  séparent  soient  dans  le  même  étal  qu’au 
moment  où  le  choc  a commencé,  on  dit  qu’ils  sont  par- 
j'aitcrnenl  élastiques . 


630.  iMouvemexï  des  cextees  de  grxviïé.  — Soient 


Fig.  t7i. 


OC  = X,  OC'  = x':  Il  la  va- 
leur des  deux  pressions  égales 
et  contraires  appliquées  aux 
centres  des  deux  sphères  et  qui 
résultent  des  actions  mutuelles 
de  leurs  molécules,  m et  m'  les 


masses  des  deux  sphères.  On  atira 


dx  dx'  , 

tu (_  ny “ uut  ^ f,y  <1  , 

(It  dl 


Cette  équation  exprime  que  la  somme  des  quantités  de 
mouvement  reste  constante  pendant  toute  la  durée  du 
choc. 


631.  Choc  de  deux  corps  dépourvus  d’élasticité. 
— Désignons  par  u la  vitesse  commune  avec  laquelle  ces 
deux  corps  réunis  en  un  seul  se  mouvront  après  le  choc. 
On  aura 

mv  -f  m’v' 

U — '■ . 

m -)-  ni 
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Si  avant  le  clioc  les  deux  corps  allaient  dans  le  même 
sens,  après  le  choc  le  sens  du  mouvement  commun  sera 
le  même.  S’ils  allaient  en  sens  contraire,  la  vitesse  com- 
mune après  le  choc  sera  celle  de  la  sphère  qui  avait  la 
plus  grande  quantité  de  mouvement.  Eu  particulier  si 
les  deux  corps,  allant  à la  rencontre  l’un  de  l’autre, 
avaient  des  quantités  de  mouvement  égales,  le  choc  le? 
réduirait  au  repos. 

032.  Equation  des  forces  vives.  — On  a,  pendant 
toute  la  durée  du  choc 


= //jv’  -I-  m'p'’ 


K (Ir. 


Cette  équation  exprime  que  la  somme  des  forces  vives 
à une  époque  quelconque  est  égale  à cette  somme  prise  au 
commencement  du  choc,  plus  le  double  de  l’intégrale  de 
Riir,  prise  à partir  de  la  même  époque. 

633,  634.  Choc*  ’de  deux  corps  parfaitement  élas- 
tiques. — On  a 


/«!'’  ni  v'‘‘. 


4 itesses  des  deux  centres  de  gravité  après  le  choc  ; 

(ot  — m'  )v  -h  ï m'v' 

V = 1 

ni  -h  m 

V'  — ^ ~ '^)  y 

m -t-  m' 

635.  Soit  U la  vitesse  fconimune  aux  deux  centres  de 
gravité,  au  moment  où  la  compression  est  la  plus  grande. 
On  a 

V = 9.  H — C,  V'  = 2 II — v'. 

La  vitesse  de  chaijue  corps  au  milieu  du  choc  est  la 
inovenne  arithmétique  entre  sa  vitesse  avant  le  choc  et 
sa  vitesse  après  le  choc. 
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La  vitesse  relative  avec  laquelle  le  centre  de  gravité  C 
s’éloigne  de  C'  après  le  choc  est  égale  à celle  avec  la- 
quelle il  s’ en  approchait  à l’instant  où  le  choc  a eu  lieu. 

63f>.  Examen  de  quelques  cas  particuliers.  — Si  le 
corps  C’  est  eu  repos  au  moment  où  C vient  le  rencon- 
trer, la  vitesse  après  le  choc  est 

mv 

n = : • 

///  -f-  m 

()37.  Si  les  corps  sont  parfaitement  élastiques, 

II» , ■ittu’ 

L,  V'=  

m -t-  /«  rn  -i-  m 

Si  m'  est  infiniment  grande  par  rapport  à m,  le  corps 
choqué  demeure  en  repos,  tandis  ijue  l’autre  est  réfléchi 
en  sens  contraire  avec  une  vitesse  égale  à celle  avec  la- 
quelle il  est  venu  rencontrer  le  premier. 

G38.  Quand  les  deux  masses  m et  m'  sont  égales,  si 
les  deuy  corps  sont  mous, 

P 4-  t/ 

H . 

2 

Si  les  deux  corps  sont  parfaitement  élastiques,  ils  ne 
feront  qu’échanger  leur  vitesse. 

Si  l’un  des  corps  était  en  repos,  l’autre  restera  immo- 
bile après  le  choc  et  lui  transmettra  sa  vitesse. 

G39.  Théorème  de  Carnot.  — La  somme  des  forces 
vives  ne  change  pas  par  l’eflct  du  choc  quand  les  corps 
sont  parfaitement  élastiques.  Mais  lorsqu’ils  sont  mous, 
elle  diminue  et  la  difl’érence  est  égale  à la  somme  des 
forces  vives  dues  aux  vitesses  acquises  ou  perdues  par  les 
deux  corps  ; 

mv-  4-  w'p'’  — (/«-)-  m\ir  — nt[v  — //)■  -)-«/(/<  — 
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On  peut  encore  mettre  cette  perte  de  force  vive  sous 
la  forme  — [v  — 

m -I-  m ' ' 

640.  Mouvement  du  centre  de  gravité  commun.  — 
La  vitesse  du  centre  de  gravité  reste  constante  avant, 
pendant  et  après  le  clioc. 

6-41.  Principe  de  la  moindre  action.  — Dans  le 
mouvement  d’un  système  de  corps  pour  lequel  le  prin- 
cipe des  forces  vives  a lieu,  si  l’on  multiplie  la  vitesse  de 
chaque  point  du  système  par  sa  masse  et  par  l’élément  de 
sa  trajectoire,  et  qu'on  intègre  la  somme  de  ces'produits 
depuis  une  position  donnée  du  système  jusqu’à  une 
autre  position  aussi  donnée,  la  valeur  de  cette  intégrale 

2 rnvds  est  généralement  un  minimum. 

Quand  les  points  mobiles  ne  sont  soumis  à aucune 
force,  ou  a 

• I 

niv^rlt  = c(t — f,), 

B 

Le  temps  du  trajet  est  un  minimum. 

CINQUANTIÈME  LEÇON. 

SUR  LA  rotation  d'uN  CORPS  SOLIDE  AUTOUR  ü'UN  POINT  FIXE. 

642.  l'ORMULES  RELATIVES  AU  DÉPLACEMENT  d’uN  CORPS 
V ‘ Fie.  17S.  SOUDE.  — Soient  Ox,  O)  , 

O^,  trois  axes  fixes  dans 
l'espace  et  Ox,,  Oj',,  O^,', 
trois  axes  liés  au  corps  et 
tournant  avec  lui  autour  du 
point  O.  On  a les  formule.s 

•r  = « X,  -(-  à V,  -h  c I, , 
y ~~  ‘F“  c’si, 

■ ' Z =rt".r,  > 4- c'  z,. 
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Les  axes  étant  rectangulaires,  on  a les  relations  connues 


+ + il"‘  — I , 

ub^  u' b' a" b" 

= o, 

b^-i-h'‘+b''^=:  I, 

1 fjc-|- «'c'-t- n"  c" 

= O, 

c'  c'  ^ + c"  - 1 , 

hc^b'e'-^-  b''e" 

= o, 

a'  +-  Id  -t-  c’  I, 

au'  -1-  bb'  + ce' 

= O, 

643.  Composantes  de  la  vitesse  v dn  point  m parallèles 
aux  axes  fixes  ; 


dx  du  d h de 


'Il 

de 


du' 


db' 


de' 

~dt' 


dz  du"  db" 


+- 


Si  la  position  des  axes  est  celle  qu’occupe  le  système 
mobile  des  axes  Ox,,  Ojy,,  Oa,,  au  bout  du  temps  f,  et  si 
«ij  t'u  ■u'i  sont  les  composantes  de  la  vitesse  u parallèles 
aux  axes  Ox,,  Oj,,  Oz,,  en  posant 


dl  dt  dt  lit  de  de 


nous  aurons 


H , = f/3,  — rr , , r,  = /X,  — pz„  le,  = py,  — q.r^ . 

644.  Si  l’on  reprend  des  axes  fixes  quelconques  Ox, 
Oyr,  Oz,  on  aura 

— rdt-=.  ndb  a' db’  n"db" 

= bdii  -h  b' du'  -H  h''du". 

64u.  Axe  instantané.  — Les  points  du  corps  dont  la 
vitesse  est  nulle  à l’époque  /,  sc  trouvent  sur  une  droite 
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donnée  par  l’équation 


^ ^ 

p~~  q~  , 

On  l’appelle  l'axe  instantané  de  rotation.  Les  lieux  des 
axes  instantanés  dans  le  corps  et  dans  l'espace  sont  deux 
surfaces  coniques  ayant  pour  sommet  le  point  fixe  O.  Le 
mouvement  du  corps  n’est  autie  que  celui  du  premier 
cône  attaché  au  corps,  roulant  sans  glisser  sur  la  surface 
de  l’autre  cône  fixe  dans  l’espace. 

046.  Soit  01  l’axe  instantané,  au  bout  du  temps  t : 
on  a 

..  cosIOxi  = -,  coslOj,  = cos  lOï,  = -> 

0)  " b)  b> 


en  posant 


m’  H-  y’  -I- 


647.  Quand  les  rapports  - seront  constants,  l’axe  . 

de  rotation  restera  fixe  dans  le  corps  et  par  conséquent 
aussi  dans  l’espace.  On  a,  par  rapport  aux  axes  fixes, 


CHS  10 X ; 


ftp  + bq  -i-  er 


a' P b' q -tr  d r 
cos  lO.r  = ) 


cos  10  Z = 


<i" P h"  q c"  r 


648.  Déterminatiox  de  la  vitesse  t'.  — Les  quan- 
tités q^^  — ;y, , rj",  — pZi , pj  i — qx^ , qui  sont  nulles 
pour  tous  les  points  situés  sur  l’axe  instantané  expriment 
pour  un  autre  point  quelconque  m les  composantes  de  la 
vitesse  parallèles  aux  axes  O.r, , Oy, , Oz, . 

Les  valeurs  de  p,  c/,  r,  sont  indépendantes  de  la  posi- 
tion des  axes  fixes  Ox,  Oy,  üz. 


\ 
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649  à 654 . On  a 

^ = a [qz,  — ry,)-^b[rx,  —p2,)  + c{py,  — qx,), 

tiy 

— =a'{qz,-  O',)  -f-  b'{rx,  — pz.) -y  c'  (py,  — qx,), 

(iz 

— — II"  {qz,  — ry,j-i-  b"  [rx,  — pz,)  y-  c"  {py,  — qx,). 

V = fw, 

P étant  la  perpendiculaire  abaissée  dupointmsur  l’axe  01. 
Ainsi  w est  la  vitesse  angulaire  ou  de  rotation. 

652.  Somme  des  forces  vivf.s.  — La  sotnnic  des  forre.s 
vives  de  tous  les  points  du  corps  est 

^ toc’  = Ap’  -f-  B 7’  -t-  C r’, 

A,  B,  c désignant  les  moments  d’inertie  du  corps  par 
rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  Oz, 

La  somme  des  forces  vives  est  égale  au  carré  de  la 
vitesse  angulaire  divisé  par  le  carré  du  demi-diamètre  de 
l’ellipsoïde  central  qui  coïncide  avec  l’axe  instantané. 

653.  Momemts  des  quartités  de  mouvemert.  — En 
nommant  A,  B,  C les  trois  moments  d’inertie  princi- 
paux du  corps  pour  le  point  O,  Ap,  Bq,  Cr  sont  les 
sommes  des  moments  des  quantités  de  moùvement  des 
points  du  corps  par  rapport  aux  axes  principaux. 

Dans  la  théorie  des  couples,  ces  moments  sont  ceux 
de  trois  couples  agissant  dans  les  trois  plans  coordonnés 
x,Oy,,....  Ils  donnent  un  couple  résultantdont  le  moment 
G = ^A*  P*  -t-  B*  q^  -t-  Cr*,  et  dont  le  plan  est  le  plan  dia- 
métral conjugué  au  diamètre  de  l’ellipsoïde  central,  qui 
est  dirigé  suivant  l’axe  instantané. 

6.54.  Sommes  des  moments  des  ([uantilés  de  niouve- 
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ment  par  rapport  à trois  axes  ilxes  ; 

2"'  ^ ~ + B?* 

Tt  ~ ~ 

2 (,r  J - r J ) = A/.«"  + Bvft"  + Crr". 


6S5.  Relations  entiie  les  cosinls  a,  h,...  et  les 

COMPOSANTES  DE  LA  VITESSE. 


I da’  da"  , 

-~  = br~r,],  - = br-cq,  =br-cq. 


dt 

db 


dt 

db' 


~=cp~nr,  _ = ^^c'p-a"r. 


dt 

db" 

~dt 


de  de'  , , , de" 

— = «7  - bp,  —=^a.,-b'p,  ~=  n"q  — b"p. 


dt 

On  a 


pda  -I-  ijdb  -f-  rde  — o , 
pda'  + qdb'  -t-  rdc'  = o, 
pda"  4-  qdb"  + rdc " =o. 


6o7,  058.  Valeubs  DE  P,  q,  r en  fonction  des  anc.les 

<f  cl  9. 

LOjt=\[/,  LOx-  — ÿ,  jOs,  = 9, 

(7  = cüs  9 sin  rj(  sin  çp -f- cos  \|(  cos  y , 
b :=  cos  9 sin  ij/  cos  q — cos  \j/  sin  ^ , 

' , fl' = cos  9 cos  ij/ sin  ^ — sin-.j/co$f> 

b'  — cos  9 cos  \j/  cos  y sin  4'  sin 

c = sin  0 sinij(, 
c'=sin9cosŸ, 
o"  = — sin  9 sin  q, 
b"  = — sin  9 cos  q, 
c"  = cos  9, 

prff  = siny  sin9rf4  + <’os<pi'/9, 
qdt  — cos  (f  sin  9</Ji  — sin  »r/9, 
rdt  = dq  4-  cos  9</4<. 

»-  ■■■  , 
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6:59.  Ou  a 


f/e 

— = />cos^  -F-  f/sinip, 


sin  9 = P s\i\  ^ q cos  <p , 


. di, 

MO  0 — = r sin  9 
dt 


— /J  sin  (j)  cos  e — q cos  q cos  9. 


CINQUANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

ROTATION  d'un  CORPS  SOUDE  AUTOUR  d’uN  POINT  FIXE  (sUITe). 
MOUVEMENT  d'un  CORPS  SOLIDE  LIBRE. 

660,  661.  Equations  du  mouvement.  — Faisant  ' 
co'incider  les  axes  fixes  avec  les  axes  principaux  du 
corps  OjTj,  Oy,,  O^i,  pris  dans  la  position  qu’ils  oc- 
cupent au  bout  du  temps  t,  on  a 

A ^ -»-(C  — B )<//•=  L,, 

B ^ -1- ( A — C)/jr=r  M,, 

C^-H(B  — A)/>7=N,, 

formules  d’Euler  : L,,  M,,  N,,  moments  des  forces  mo- 
trices par  rapport  aux  axes  principaux  du  corps  à l’é- 
poque t.  ^ 

662  à 664.  Cas  ou  il  n’y  a pas  de  forces  motrices. 

Ayi’H— Bç’ -f- Cr’=  A. 

II. 

•« 
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Celle  ccjualion  exprime  que  la  force  vive  est  consianle.  > 


A’/'’4-  C=/^=r  G\ 

/,  ~ — ^ \/XBdr 

~ if/i ( B — tTyUTPfA  A — (C — aJcT^]  • , 

A BC  w ^ w 

\/(B+C)A~-G“— BCo)=  y/i  A+C)  A — G'— TVC^  V^[a+b77^G=-^”B«'=* 

()Cü.  Plan  invariable.  — Le  couple  résultant  des 
quanlités  de  inouvemenl  a un  momeiil  constant. 

6GG,  6G7.  La  perpendiculaire  au  plan  du  couple  résul- 
tant des  quamiiés  de  mouvement  est  fixe  dans  l’espace; 


cos  {10,  G1 


Ap‘‘  -i-  B 7’  -I-  G/ 
G 


A 

G’ 


quantité  constante  qui  représente  la  composante  de  la  vi- 
tesse angulaire  autour  de  l'axe  fixe  du  couple  résultant  des 
quanlités  de  mouvement. 


6G8.  Le  plan  du  couple  résultant  G étant  pris  pour 
plan  des  xy,  on  aura 


sin  6 sin  7 = 


/yp 

G ’ 

f/J, 


sin  0 eosç  = 


h 

G ’ 


A — C /•- 

G'— ^gV» 


Gclt. 


cos  0 - 


Cr 
"G  ■ 


GG9.  La  vitesse  angulaire  est  proportionnelle  au  demi- 
diamètre  qui  va  du  centre  au  pôle  instantané  de  rotation. 

670.  Mouvement  de  l’ellipsoïde  central.  — Le  plan 
tangent  à l’ellipsoïde  central  au  pôle  de  rotation  est  fixe 
dans  l’espace.  C’est  un  plan  parallèle  à celui  des  quanlités 
de  mouvement. 

L’ellipsoïde,  dont  le  centre  est  fixe,  roule  sans  glisser 
sur  ce  plan  fixe  et  la  vitesse  angulaire  de  rotation  est 
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proporlionnclle  au  layon  qui  va  du  ceiUrfi  au  pôle  in- 
stantané sur  la  surface  de  l’ellipsoïde. 

La  courbe  décrite  sur  la  surface  de  rellipsoïdc  par  le 
pôle  instantané  de  rotation  est  appelée  polotde. 

G71.  Lieu  des  axes  INSTAKTA^ÉS  DAKS  I.E  CORPS.  

On  a 

A(G’  — A/i)  jt'’-1-B  (G=— B/i)r'’-t-C{G’— C//)z'’=:o, 

cône  du  deuxième  degré  qui  se  réduit  à un  plan  ou  devient 
imaginaire  quand  G’  est  égal  à l’un  des  produits  A/t,  Bit, 
Ch,  Il  devient  un  cône  droit  à base  circulaire  quand  deux 
des  coefficients  du  cône  sont  égaux. 

672.  Lieu  des  axes  nu  couple  résultant.  — On  a 


G’— A/i 


G’  — n/l 
R ■ 


G=—  C/l 


C 


: ' = O : 


équation  du  cône  décrit  dans  le  corps  par  l’axe  fixe  OG. 

673.  Pour  que  ce  cône  et  le  précédent  ne  soient  pas 
imaginaires,  en  supposant  A ]>B  ^0,  il  faut  que  l’on 
ait 

G’ — \/i<C.o,  G' — (’,//  ]>  O. 


Selon  que  la  quantité  G’  — 6/t  sera  négative  ou  positive, 
ces  deux  cônes  seront  coupés  suivant  des  ellipses  par 
tout  plan  perpendiculaire  à l’axe  du  plus  petit  moment 
d’inertie  ou  du  plus  grand.  Pendant  toute  la  durée  du 
mouvement,  l’axe  instantané  ne  s’écartera  de  l’un  de 
ces  deux  axes  principaux  que  de  quantités  limitées,  et  le 
même  axe  principal  ne  s’écartera  que  de  quantités  limi- 
tées de  l’axe  fixe  OG  du  couple  des  quantités  de  mouve- 
ment. Si  l’on  a A = B = C,  le  mouvement  de  rotation 
est  uniforme  autour  de  l’axe  OG  fixe. 


674.  Les  axes  principaux  relatifs  au  point  O sont  les 
seuls  qui  puissent  rester  immobiles  avec  un  mouvement 
de  rotation  uniforme. 

■-■9 
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()7o  à 1)78.  Molvemf.nt  d'ik  coups  solide  eatière- 
MENT  LIBRE.  — Lc  niouvcment  d’un  ccHrps  solide  libre, 
sollicité  par  des  forces  données,  sera  connu  quand  on 
pourra  déterminer  le  mouvement  absolu  d’un  de  ses 
points  cl  le  mouvement  relatif  de  tout  autre  point  du 
corps  autour  de  celui-là.  On  pourra  choisir  à volonté  le 
point  dont  on  considère  le  mouvement  de  translation. 
M ais,  dans  l’application,  il  est  avantageux  de  prendre  le 
centre  de  gravité. 

Sons  raclioii  des  forces  motrices  le  mouvement  de 
rotation  nutoiir  du  centre  de  gravité  est  le  même  que  si 
ce  point  était  fixe. 

679.  Mouvement  d’un  ellipsoïde.  — Supposons  i|ue 
ce  corps  reçoive  une  impulsion  dirigée  dans  le  plan  d’une 
de  ses  sections  principales  AGB.  Le  centre  de  gravité  se 
meut  comme  un  point  pesiint  dans  le  vide  et  décrit  dans 
l’espace  une  parabole. 

La  vitesse  initiale  n,  du  centre  de  gravité  a une  direc- 
tion parallèle  à celle  de  la  perciissionj  en  appelant  pe  la 
({uantité  de  mouvement  qui  mesure  la  percussion  et  M la 
masse  de  l’ellipsoïde,  on  a 


680.  La  percussion  agissant  dans  le  plan  AGB  per- 
pendiciilaire  à l’axe  GC  qui  est  un  des  trois  axes  d’iner- 
lie  principaux  relatifs  au  point  G,  le  corps  devra  tourner 
indéfiniment  autouf  de  l’axe  GC  comme  s’il  était  fixe 
et  son  mouvement  sera  uniforme.  Si  l’on  appelle  w la 
vitesse  de  rotation  autour  de  GC  et  f \t\  distance  de  la 
percussion  à cet  axe,  on  aura 

_ 5(1»»/  _ 5/<-i 

M(a’-+-6’)  {ê  + 
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CINQUANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 


MOUVEMENT  D UNE  CORDE  VIBRANTE. 

(581.  Equations  du  mouvement.  — Soit  une  corde 
homogène  parfaiicmenl  flexible,  élastique  et  un  peu  ex- 
tensible, d’une  épaisseur  constante  et  très-petite,  ten- 
f'B-  >76-  due  suivant  sa  lon- 

gueur par  une  force 
équivalente  à un 
poids  donné  a et 
attachée  par  ses  ex- 
trémités aux  points 
'fixes  A et  B.  On 
néglige  sou  poids  par  rapport  à o,  et  par  conséquent 
elle  forme  une  ligne  droite  ANB  dans  sou  état  d’équi- 
libre. Supposons  qu’on  l’écarte  un  peu  de  la  position 
d’équilibre  ANB  et  qu’en  même  temps  on  imprime  à tous 
scs  points  de  petites  vitçsses;  Alors  elle  vibrera  autour 
• de  la  droite  AB,  et  il  s’agit  de  déterminer  la  position  et 
la  vitesse  de  chacun  de  ses  points  à un  instant  quel- 
conque. 

Soit  £ le  produit  do  la  section  normale  de  la  corde  par 
sa  densité  au  point  M,  dans  la  position  AMB,  p le  poids 
de  la  corde,  / sa  longueur  primitive  AB,  T la  tension  au 
point  M;  si  l’on  néglige  les  forces  motrices,  on  a 

H( X u)  I P d'u 

— rr  dx , 


1.  J 

Tdy\  _P  d'y 
\ j gl  dV 

d{i'!L\^L:iiidx. 


ds  I 


H82  à 685.  Cas  des  petites  vibrations,  q étant  un 
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l'ocffiricnl  couslant  pour  la  même  corde,  oii  a 


T 


Cl,  en  posant  = a*,  — =:  a*, 
P P 

tPu  _ J (^U 

ilO  dx^  ' 

d^r  d^r 

- , 7 ="’-t4’ 
. dt^  dx 


dH 

dO 


<?’  Z 


Les  mouvements  des  points  de  la  corde  parallèlement  aux 
axes  seront  indépendants  et  coexisteront  sans  s’influencer 
mutuellement. 

f )8(>  à 688.  ' iBR.ATiONs  TRANSVERSALES.  — L'équation 
dt^  dx‘‘ 

a pour  i U tégi'ale  générale 

^ = Ç (x  -t-  nr)  + { j:  — fl/). 

Soit  pour  t = O, 

r=/{-^)> 


Posant,  pour  abréger, 

- /yi  {■T)dx=  F(x), 


*(■*)  = r {/{^)  + *■'  (-^)  + 


'[>  l'^')  = , [/(^)  - V {.r)  - 
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La  folîclioii  (^)  est  périodique  et  a pour  période  2 /. 
Comme  on  couiiait  cette  fonction  pour  toutes  les  va- 
leurs de  la  variable  comprises  entre  zéro  et  2/,  elle  sera 
connue  pour  toutes  les  valeurs  de  ^ positives  ou  néga- 
tives. 

089,  090.  L’autre  fonction  ij/  est  périodique,  comme 
la  première,  et  sa  période  est  aussi  2/. 

J:a  corde  fait  une  suite  de  vibrations  toutes  égales  et 

isochrones  dont  la  durée  est  — • 

a 

091.  La  résistance  de  l’air  et  la  communication  d’une 
partie  du  mouvement  de  la  corde  à ses  deux  points  ex- 
trêmes A et  B diminuent  graduellement  l’amplitude  des 
vibrations  et  finissent  par  les  anéantir,  sans  toutefois 
altérer  sensiblement  leur  isoebronisme. 

09î2.  Si  l’on  désigne  par  T la  durée  d’une  vibration 
de  la  corde  et  par  n le  nombre  des  vibrations  dans  l'unité 
de  temps,  on  a 


Pour  une  même  corde,  le  nombre  n est  proportionnel 
à la  racine  carrée  de  la  tension  a ; pour  des  cordes  d’une 
même  matière  et  d’une  même  épaisseur,  les  nombres  de 
vibrations  sont  en  raison  inverse  des  longueurs.  Liilln 
pour  des  cordes  de  même  longueur  et  égalemenl  ten- 
dues, >i  est  en  raison  invet’sc  des  racines  cairées  de  leurs 
poids.  L’expérience  a confirmé  ces  lois. 

()93.  Noeuds  de  vibration.  — 11  y a des  cas  où  la 
corde,  en  raison  de  son  étal  initial,  se  partage,  pour 
ainsi  dire,  spontanément  en  un  certain  nombre  de  par- 
ties égales  vibrant  à Punisson  et  dont  les  points  de  sé{ia- 
ration,  appelés  nœuds,  restent  immobiles  ' pendant  IS 
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durée  du  mouvement.  Alors  le  sou  s’élève  projwrtion- 
iicllcmeiit  au  nombre  de  ces  parties. 


La  corde  ayant,  sans  vitesse  initiale,  la  forme  de  la 
courbe  = C sin  , si  qu  l’abandonne  à elle-même. 


elle  effectuera . une  suite  indéfinie  de  vibrations  iso- 
chrones. 


694.  Le  nombre  de  vibrations  effectuées  dans  l’unit,é  de' 
temps  sera  m c’est-à-dire  m fois  celui  qui  corres- 
pond au  son  le  plus  grave  de  la  corde,  déterminé  parla 
théorie  générale. 

695.  Dans  ce  cas  la  corde  se  partage  spontanément  en 
m parties  égales  qui  vibrent  comme  si  elles  étaient  sé- 
parées, de  sorte  qu’il  y aura  m — i nœuds  de  vibrations. 

696.  697.  ViBRATiOHS  longitcdinales.  — Si  l’on  dé- 
signe par  n'  le  nombre  des  vibrations  longitudinales  ef- 
fectuées dans  l’unité  de  temps,  on  a 


De  deux  sons  les  plus  graves  rendus  par  une  même 
corde,  celui  qui  correspond  aux  vibrations  longitudinales 
est  de  beaucoup  le  plus  aigu. 


i 

■J 


CINQUANTE-TROISIÈME  LEÇON . 

fiQL'ILIBRE  d’iî.NE  MASSE  FLUIDE. 

698.  Notions  préliminaires.  — L’hydrostatique  a pour 
objet  les  lois  de  l’écjuilibre  des  fluides.  Un  fluide  doit 
être  considéré  comme  un  assemblage,  en  apparence  con- 
tinu, de  molécules  matérielles  qui  cèdent  au  moindre 
effort  tendant  à les  séparer  les  unes  des  autics. 
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L’hypothèse  d’une  mobilité  parfaite  pourrait  conduire 
à des  résultats  peu  conformes  à l’expérience  dans  le  cas 
d’un  fluide  en  mouvement  ; mais  si  l’on  excepte  quelques 
liquides  où  la  viscosité  est  considérable,  les  lois  de  l’équi- 
libre auxquelles  nous  parviendrons  en  supposant  les  mo- 
lécules parfaitement  mobiles  et  sans  aucune  cohésion, 
s’appliqueront  sans  erreur  sensible  aux  fluides  naturels. 

699.  On  distingue  deux  sortes  de  fluides,  les  liquides 
et  les  gaz  ou  fluides  aériformes. 

700.  Pression  d’un  liquide  sur  une  paroi.  — La 
pression  au  point  M est  la  limite  du  rapport  de  la  pres- 
sion exercée  sur  l’élément  w qui  comprend  le  point  M à 
l’aire  w,  quand  cette  aire  o)  tend  vers  zéro  en  comprenant 
toujours  le  point  M. 

701 . Egalité  de  pression  en  tous  sens.  — On  admet 
comme  un  résultat  de  l’expérience  ou  comme  une  consé- 
quence de  la  distribution  uniforme  des  molécules  des 
fluides,  que  la  direction  de  la  pression  est  toujours  per- 
pendiculaire à l’élément  de  surface  co  sur  lequel  elle 
s’exerce. 

Si,  en  un  point  quelconque  de  l’intérieur,  on  suppose 
une  paroi  plane  solide,  il  y aura  sur  chaque  élément  de 
cette  surface  une  pression  toujours  perpendiculaire  à son 
plan.  Il  y a égalité  de  pression  en  tous  sens  pour  un 
même  point,  c’est-à-dire  que  si  l’on  considère  une  surface 
inliiiimcnt  petite  w passant  par  un  point  M pris  à volonté 
dans  le  fluide,  la  pression  exercée  par  le  fluide  sur  chaque 
face  de  l’élément  w sera  toujours  la  même,  quelle  que 
soit  la  position  que  l’on  donne  à l’élément  o),  en  le  fai- 
sant tourner  autour  du  point  M. 

702.  Equilibre  d’un  fluide  incompressible.  — Sup- 
posons un  lirjuide  incompressible  contenu  dans  un  vase 
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polyédrique  AIJCDE.  Plusieurs  parois  sont  percées 

d’ouvertures  a,  a',  a",.  . . , 
sur  lesquelles  soûl  ajoutés 
de  petits  cylindres  ayant 
leurs  arêtes  perpendicu- 
laires à ces  parois.  Si  l’on 
imagine  des  pistons  qui  peu- 
vent se  mouvoir  dans  l’in- 
térieur de  ces  cylindres,  les  forces  P,  P',  P",  . . . néces- 
saires pour  les  maintenir,  quand  il  y a équilibre,  sont 
égales  aux  pressions  exercées  par  le  liquide  contre  leurs 
bases. 


Concevons  que  l’on  fasse  mouvoir  simultanément  tous 
les  pistons;  soient  //,  h',  h",.  . .,  les  espaces  qu’ils  par- 
courent, ces  espaces  étant  regardés  comme  positifs  ou 
négatifs,  selon  que  les  pistons  entrent  dans  le  vase  ou  en 
sortent.  On  a 


PA  -(-  P'A'-f-  P"A"-f-. ..  = O, 

ce  qui  est  l’équation  des  vitesses  virtuelles  dans  cet  exem- 
ple particulier. 

703.  Equilibre  d’uke  masse  fluide  quelconque.  — 
Soient  P la  densité  du  fluide  au  point  rn  et  P la  force  mo- 
trice rapportée  à Euiiilé  de 
masse,  qui  sollicite  la  mo- 
lécule ni  de  ce  parallélipi- 
pède  infiniment  petit;  X, 
Y,  Z les  composantes  de  la 
force  P;  p la  pression  rap- 
jionée  à l’unité  de  surface  qui  s’exerce  au  point  ru  et 
qui  est  la  même  tout  autour  de  ce  point.  On  a 


Fij.  180. 


,/T 


n* 

( 

i 

1 

r 

ci-. 

■7 

7 

dp 


± = 

<b  ' 

dp  = (i  (X  dx  Y dy  -4-  Z dz  ) 


V ü/l  - 'V  y 
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Ci 

t/(pX)  _ d{(,Y)  <I{pX)  __  rf(pZ)  rf(pY)  _ rf(pZ) 
tir  flx  * (iz  ax  ' dz  (Ir  ’ 

P=/(-r,  y,  J)4-C- 

C esl  une  constante  qui  sera  Jélerininée  quand  on  con- 
naîtra la  pression  en  un  point  particulier  (Xo,  z^. 

70i.  S’il  n'y  a pas  de  force  qui  sollicite  les  molécules 
intérieures,  la  pression  sera  constante  dans  toute  la  masse 
du  fluide,  de  sorte  qu’une  pression  extérieure  exercée  sur 
une  partie  du  fluide  adjacente  à une  paroi  du  vase  doit  se 
transmettre  avec  la  même  intensité  sur  des  éléments  de 
surface  équivalents  dans  toute  la  masse  et  sur  toiitcs  les 
parois. 

TOo.  On  appelle  surface  de  niveau  une  surface  dont  tous 
les  points  éprouvent  la  même  pression.  Elles  sont  toutes 
t;omprises  dans  l’équation 

■ /(j-,  y,  a)=  rt. 

Une  couche  de  niveau  est  la  masse  du  fluide  comprise 
entre  deux  surfaces  de  niveau.  Deux  surfaces  de  niveau 
ne  peuvent  pas  se  couper. 

TOC.  La  force  motrice  est  normale  à la  sui  face  de  niveau 
en  chacun  de  ses  points. 

707.  Si  la  pression  est  nulle  ou  constante  en  tous  les 
points  delà  surface  libre  d’un  fluide,  celle-ci  est  une  sur- 
face de  niveau. 

708.  Si  X dx  ■+■  Y dy  -yZtdz  est  la  diirérentielle  exacte 
d’une  fonction  <f^x,y,  z),  en  tous  les  points  d’une  sur- 
face de  niveau  la  densité  est  constante. 

700.  Dans  les  fluides  élastiques,  si  la  température  esl 
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constanlc  dans  toute  l’étendue  de  la  masse,  on  a 


Si  la  température  n’est  pas  la  même  dans  toute  la  masse, 
on  aura 


Dans  l’atmosphère  qui  enveloppe  la  terre,  il  ne  peut  y 
avoir  équilibre,  si  la  température  n’est  pas  la  même  à 
la  même  distanee  du  centre,  et  les  surfaces  de  niveau 
doivent  être  des  sphères  ayant  leur  centre  au  centre  de 
la  terre. 


CINQUANTE- QUATRIÈME  LEÇON. 

ÉQUILIBRE  DES  FLUIDES  ET  DES  CORPS  PLONGÉS  DANS  LES  FLUIDES. 


710.  Figure  permanente  d’un  fl.üide  tournant  au-  ' 
TOUR  d’un  axe.  — Un  fluide  pesant,  contenu  dans  un 
vase  de  forme  quelconque,  tourne  d’un  mouvement  uni- 
forme autour  d’un  axe  vertical  Or.  Soient  w la  vitesse 
angulaire  et  p la  pression,  en  donnant  à p des  valeurs 
constantes,  on  aura  difïérentes  surfaces  de  niveau.  Leur 
équation 


g?  ^g 


représente  un  paraboloïde  de  révolution. 


711 . On  déterminera  la  constante  C en  exprimant  que 
le  volume  du  liquide  est  donné.  Supposons  que  le  liquide 
soit  contenu  dans  un  vase  cylindrique  ayant  pour  base 
sur  le  plan  xOy  le  cercle  dont  le  rayon  est  <a,  que  b soit 
la  hauteur  de  la  partie  du  cylindre  occupée  par  le  liquide 
avant  le  mouvement,  et  que  la  surface  libre  supporte  la 
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pression  atmosplicriqup  constante  représentée  par  p.  On 
an  a 


„ , U b>'  n’’ 

C=b-\ — 

gp  4ff 


712.  Pression  d’un  liquide  sur  le  fond  de  vase 

QtJi  LE  RENFERME.  — Si  & cst  l’aife  dc  la  base  supposée 
horizontale  et  h la  hauteur  du  liquide,  la  pression  to- 
tale P que  supporte  cette  base  est 

P ~gùbh. 

713.  Supposons  qu’on  ait  deux  liquides  contenus  dans 

le  même  vase  et  qu’ils  ne  sc  mélangent  pas. 

Leur  surface  dc  séparation  sera  nécessairement  un  plan 
horizontal.  Soient  b la  base,  h la  hauteur  et  p la  den- 
sité de  la  première  couche  reposant  sur  le  fond  du  vase  ; 
b\  h\  p'  les  quantités  analogues  relatives  à la  seconde 
couche.  La  pression  exercée  sur  le  fond  du  vase  sera 
g(p'/t'-f-  pb)b,  c’est-à-dire  égale  au  poids  d’une  colonne 
cylindrique,  dont  la  base  serait  b,  qui  contiendrait  une 
hauteur  h du  liquide  inférieur  et  une  hauteur  h'  du 
liquide  supérieur. 

Théorème  analogue  pour  un  nombre  quelconque  de 
liquides  contenus  dans  un  même  vase  et  pour  un  liquide 
dont  la  densité  varierait  d’une  manière  continue  avec  la 
haiilenr. 


714.  Vases  communiquants.  — Les  hauteurs  aux- 
quelles deux  liquides  s’élèvent  dans  deux  vases  com- 
muniquants sont  en  raison  inverse  de  leurs  densités. 

Si  l’on  ajoutait  un  nombre  quelconque  de  liquides 
dans  les  deux  vases,  il  faudrait  que  la  somme  des  pro- 
duits de  leurs  densités  par  les  hauteurs  dc  leurs  tranches 
fût  la  même  de  part  et  d’autre. 

715.  Pression  d’un  liquide  sur  une  paroi  plane. 
— La  pression  totale  est  égale  au  poids  d’un  cylindre  de 
liquide  qui  aurait  une  base  égale  à la  surface  de  la  paroi 


f 


é 


46a  TABLE  DES  P1V0P0SITK)^S 

el  une  hauteur  égale  à la  dislance  du  centre  de  gravité 
de  cette  paroi  au  niveau  supérieur  du  liquide. 

Le  point  d’application  de  la  résultante  des  pressions 
exercées  sur  la  surface  AB  est  appelé  centre  de  pression, 

716  à 718.  Supposons  que  la  paroi  immergée  ait  la 
forme  d’un  trapèze  dont  les 
côtés  parallèles  AB,  CD  soient 
horizontaux.  Le  centre  de  pres- 
sion est  sur  la  droite  (ill  qui 
joint  les  milieux  de  ces  deux  cô- 
1 tés.  En  nommant  «,  la  distance 
du  centre  de  pression  1 à AB,  h 
la  hauteur  du  trapèze,  a l’angle  que  le  plan  du  trapèze  fai  t 
avec  un  plan  horizontal,  c la  distance  de  AB  à la  surface 
du  liquide,  en  posant  AB  = a,  CD  = ô,  EF  = e,  MN  = n, 
on  a 

7.hc[a  -f-  lb)  4-  /i’  { a -t-  3 ai ) sin  a 

' (ic(« -(- è)  4- 2/i  (a -(-  26^  sin  a 

Quand  le  trapèze  est  horizontal,  le  rentre  de  pression 
coïncide  avec  le  rentre  de  gravité. 

719  h 723.  Principe  D'AncHiMÈDE. — Quand  un  corps 
pesant  est  plongé  dans  un  liquide,  les  pressions  exercées 
sur  sa  surface  ont  une  résultante  unique,  égale  au  poids 
du  liquide  déplacé  et  appliquée  au  centre  de  gravité 
deeette  partie  du  fluide,  supposée  solidifiée. 

Le  principe  d’Archimède  subsiste  quand  le  corps 
n’est  plongé  qu’en  partie  dans  le  fluide  ou  quand  la  den- 
sité P n’est  pas  la  même  à toutes  les  profondeurs. 

724.  Quand  on  pèse  un  corps  dans  un  fluide,  si  P est 
le  poids  du  corps  et  F celui  d’un  égal  volume  de  liijnide, 
I)  et  P les  densités  correspondantes,  on  a 
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725,  Le  principe  irArchimcde  subsisi<‘  dans  le  cas  où 
l’on  considère  un  Iluide  eontenu  dans  un  vase.  Si  l’on  fait 
une  ouverture  <à  l’une  des  parois  latérales,  le  vase  sera  mis 
en  mouvement  en  sens  contraire  de  l’écoulemenl  du  li- 
quide. C’est  là  le  principe  des  diirércntcs  machines  dites  à 
réaction . 


CINQUANTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

CORPS  FLOTTANTS.  MESURE  DES  HAUTEURS  PAR  LE  BAROMÈTRE. 

726.  Equilibre  des  corps  flottants.  — Une  section 
Fie.  iS6.  AllC  perpendiculaire  aux  aiêtes 

étant  faite  dans  le  prisme,  DE 
étant  le  niveau  du  li(|uide, 
soient 

CDR  _ 

ABC  “ 

r étant  le  rapport  de  la  densité 
du  prisme  à celle  du  liquide, 

CA  = «,  CB—  i,  AB  = c,  CK  = //,  CD  = .r,  CE=j, 


on  a 

xy  — rab. 

Si  l’on  nomme  a et  6 les  angles  ACK  et  RCK,  on  a 

x‘‘  — 2 hx  cos  a = j ’ — 2 hy  cos  6 , 
x'  — 2 /t  cos  a . -t-  2 rhab  cos  ë ..r  — r’  n’  6’  = o . 

11  V a au  plus  trois  positions  d’équilibre  pour  le.sqnelles 
le  sommet  seul  est  plongé  dans  le  liquide. 

727.  Le  problème  prétédenl  revient  à mener  par  un 
point  donné  K une  normale  à une  hyperbole  avant  pour 
a.symptotes  CA  et  CB. 
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728.  Quand  le  triangle  ABC  est  isocèle,  on  a 


x = X = <!  > 


valeur  admissible  à cause  de  ;■<'  i.  Autre  solution 


4“’ — ' — '6  ra' 

4<7 


y = 

admissible  si  l’on  a 


4 — c’  — \/  (4'^’  — c')’— 16  / 

4 a 


c'^n\^2.  — ar,  c <^7. a sj  i — \! ri 

729.  Le  cas  où  deux  sommets  A et  B du  triangle  sont 
immergés,  se  ramène  au  "cas  où  un  seul  plonge  dans  le 
liquide. 

/3ü.  Stabilité  d’un  corps  plottaht.  . — Un  corps 
solide  étant  plongé  dans  un  liquide,  soit  G le  centre  de 
'fie-  'S/-  gravité  de  ce  corps  et  H celui 

de  la  partie  immergée.  Suppo- 
sons que  l’on  écarte  un  peu  le 
corps  de  sa  position  d’équilibre 
et  que  tous  ses  points  reçoivent 
de  petites  vitesses.  Soit  A'  B'C'D' 
la  section  faite  dans  le  corps  par- 
le  nouveau  plan  de  flottaison; 
le  premier  étant  venu  en  ABCD. 

Par  le  centre  de  gravité  I de  la  section  ABCD  menons 
un  plan  AB" CD",  parallèle  au  plan  bori/.ontal  A'B'C'D' 
et  qui  coupe  ABCD  suivant  la  droite  AIC.  Posons  9 = 
l’angle  des  deux  plans  ABCD,  AB"CD",  ^ = la  dis- 
tance du  point  I au  plan  A'B'C'D',  p = la  densité  du 
fluide,  U = la  vitesse  de  la  molécule  dm,  V = le  volume 
de  la  partie  immergée,  quaud  le  corps  est  en  équilibre; 
GH  = n;  e = un  infiniment  petit  du  troisième  ordre  au 
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moins.  On  a 


46f>  ’ 


= c — ÿpiX’  — ÿp(uq;Vfl)  9’ -E-  t. 

La  constante  c peut  être  supposée  aussi  petite  qu’on 
voudra. 


731 . Si  le  centre  de  gravité  G du  corps  est  au-dessous 
de  celui  du  fluide  déplacé  H,  l’équilibre  est  toujours 
stable. 


73'2.  Quand  le  point  G est  au-dessous  du  point  H,  si  pt 
ou  le  moment  d’inertie  de  l’aire  ABCD  par  rapport  à la 
droite  AIC  reste  plus  grand  que  Vn  à toute  époque,  l’é- 
quilibre sera  stable.  Il  faut  et  il  suffit  que  V a soit  moin- 
dre que  le  plus  petit  moment  d’inertie  de  la  section 
ABCD,  par  rapport  à toutes  les  droites  qu’on  peut  y me- 
ner par  le  point  I.  Si  pi  devenait  moindre  que  Va,  on 
ne  peut  rien  affirmer  relativement  à la  stabilité  de  l’é- 
quilibre. 


733.  Du  MÊTACENTRE.  — Soit  S Un  cüips  solidc 
flottant.  Lorsqu’il  est  en  équilibre,  son  centre  de 
Fii;.  i88.  gravité  G et  celui  H du  vo- 

lume de  liquide  déplacé  sont . 
sur  une  même  perpendiculaire 
au  plan  de  flottaison  ABCD. 
Supposons  que  ce  corps  soit  sy- 
métrique par  rapport  à un  plan 
vertical  BLD,  lequel  contient 
alors  la  droite  KGH.  Imaginons 
qu’on  dérange  un  peu  ce  solide  de  sa  position  d’équi- 
libre, tout  en  maintenant  vertical  le  plan  BDG.  Ce  plan 
contiendra  toujours  le  centre  de  gravité  de  la  masse 
fluide  déplacée.  Le  centre  de  gravité  du  fluide  déplacé 
A'B'C'D'Lest  un  certain  point  H'.  Le  point  M où  la 
verticale  H'M  rencontre  la  droite  KGH  est  ee  qu'on  ap- 
pelle le  mrlacrnlre.  I • 

II.  3o 
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Si  le  métacenlre  reste  toujoui's  au-dessus  du  point  G, 
sur  la  di'oite  HGK.,  l’équilibre  est  stable. 

Si,  au  contraire,  le  métaceiitre  est  constamment  au- 
dessous  du  centre  de  gravité,  l’équilibre  du  corps  sera 
instable. 

V.  ^ \ 

Enfin,  si  le  inélaccnlre  peiu  eïn',  tantôt  au-dessus, 
tantôt  au-dessous  du  centre  de  gravité,  la  < onsidération 
seule  du  métacentre  ne  fait  [)lus  rien  connaître  relative- 
ment à la  stabilité  de  l’équilibre  du  corps  llottant. 

73i.  De  i.\  mesube  des  hauteurs  par  le  baromètre. 
— Soient  ta  la  force  élastique  de  l’air  et  D sa  densité  à la 
temj>érature  zéro;  p la  pression,  p la  densité  de  l’aii-  à la 
température  0;  en  désignant  par  se  le  coellicient  de  dila- 
tation o,oo366  pour  chaejue  degré  d’accroissement  de  la 

teinjMÎrature,  et  faisant  = A,  on  aura 
p — i p (i  -1-  a9). 

La  densité  de  l’air  mélangé  de  vapeur,  (piand  la  tem- 
pérature s’élève,  la  pression  tr  restant  la  même,  doit 
diminuer  un  peu  plus  que  ne  l’indiquerait  la  Xormnie 
précédente.  Pour  avoir  égard  à cette  circonstance,  on 
augmente  le  coellicient  x,  et  l’on  prend  a = o,ooL 

73o.  En  désignant  par  z la  hauteur  d’un  point  (jucl- 
conque  de  l’atmosphère  au-dessus  de  la  surface  terrestre, 
M = 0,434294b  : on  a 


' P 

73G.  Soit  h la  hauteur  de  la  colonne  barométrique 
pour  la  station  dont  la  hauteur  verticale  est  z,  et  soit  T 
la  température  du  mercure,  (|ui  peut  être  dillérente  de 
celle  de  l’air  ambiant.  Soient  et  ’J’»  la  hauteur  et  la 
température  du  mercure  à la  station  inférieure,  r le 


Mg 


A'i 


■ x(t) 
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rayon  terrestre,  on  a 

' * CT  / 3 \ ^ //« 

’h’ 

eu  posant,  pour  abréger,  . , 

H est  dite  la  hauteur  corrigée;  c’est  celle  qu’aurait  la 
colonne  barométrique  si  la  température  du  mercure  à la 
station  supérieure  était  la  même  qu’à  la  station  infé- 
lieure. 

737,  738.  Si  l’on  désigne  par  X la  latitude  de  la  sta- 
tion, et  par  G la  pesanteur  à Paris,  dont  la  latitude 
est  de  48°5o'i4",  on  a G = 9,80896  et 

. a f l -H  o,o(>4  9)  ( ,z\ 

. I — ü,oo25H8cosa  X \ rj  1 

X l^log  ^-1-  2l..g  (i-t-!)], 

eu  posant  - • - 

a = [i  — o ,002088  cos  2(48"  5o'  i4’’)l- 

> ■ 

On  calcule  le  nombre  a par  l’équation  même  où  l’on 
substitue  à la  place  de  z une  ou  plusieurs  liauteurs  me- 
surées par  les  procédés  irigonométriqucs.  Ou  a trouvé 
ainsi 

n— i8336. 

Lorsque  z n’est  pas  très-grande,  on  néglige  entièrement 
- dans  la  formule;  mais  alors  il  faut  augmenter  le  nom- 
bre a.  M.  Ramond  a conclu  d’un  grand  nombre  d’obser- 
vations faites  dans  le  midi  de  la  Fi  ance,  a = iSSpS,  et  il 

3o. 
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a adopté  pour  les  latitudes  peu  dilFércntes  de  45“  la  for- 
mule très-simple 

Z — i83r)3  (i  -t-  o,ooj  0 1 log 


' CINQUANTE-SIXIKME  LEÇOÏN. 

HOUVEMEM  DES  EI.IIDES. 

739.  Equations  générales  du  mouvement.  — Les 
équations  d’équilibre  des  fluides  sont  fondées  sur  la  pro- 
priété qu’ils  ont  de  transmettre  également  en  tous  sens 
les  pressions  appliquées  à leur  surface,  et  sur  celle 
d’exercer  sur  chaque  élément  de  surface  autour  d’un 
point  quelconque  de  leur  masse,  en  vertu  des  actions 
moléculaires,  une  pression  égale  en  tous  sens  et  normale 
à l’élément  de'  surface  qui  le  supporte.  Cette  dernière 
propriété  n’a  pas  toujours  lieu  quand  le  fluide  est  en 
mouvement;  mais  on  peut  l’admettre  quand  le  mouve- 
ment n’est  pas  très-rapide. 

Soient  x,  y,  z les  coordonnées  d’un  point  m;  p.  la 
masse  de  la  molécule  fluide  qui  se  trouve  au  point  in 
après  le  temps  t ; X,  Y,  Z les  composantes,  rapportées  à 
l’unité  de  masse,  de  la  force  qui  agit  sur  la  molécule  p; 
U,  U,  w les  composantes  de  la  vitesse  du  point,  p sa  pres- 
sion et  P sa  densité. 


E.quations  formées 

par  le 

principe 

de  d’Alembert 

i^  = x- 

fl  U 

du 

- U -r-  • 

du 

du 

«'  — , 

p ilz 

dt 

d,r 

dy 

dz 

d^> 

VA* 

dv 

dv 

P '/r 

dt 

“ Tr  ■ 

~ "Tü  ~ 

"'Th' 

dw 

diV 

dw 

div 

~Tz-^~ 

dt  “ 
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741 .  Étjuation  de  continuité  ; . 

dt  ti.fu  tl.Ç’V 


cU 


dx 


'h' 


dz 


742.  Si  la  densité  du  fluide  est  constante,  l’équation 
précédente  devient 


du  d<’  div 

dx  dy  dz 


743.  Si  le  iluidc  est  incompressible,  maisnon  liomogènc, 
l'équation  de  continuité  revient  aux  deux  suivantes  : 


dt 


dx 


dp  dp 


du  dt'  dtv 

dx  dy  dz 


744.  Dans  le  cas  d’un  iluidc  élastique  et  compressible , 
on  aura  encore  la  relation  p = hp,  le  coefticient  k ne 
dépendant  que  de  la  température  de  la  masse  gazeuse. 


745.  On  suppose  que  les  molécules  en  contact  avec 
une  paroi  fixe  ou  mobile  y restent  indéfiniment  et  que 
les  molécules  qui  appartiennent  à la  surface  libre  ne 
cessent  jamais  d’en  faire  partie.  Soit  _/"(?,  x,  jy  z)  = o 
l’équation  d’une  surface  sur  laquelle  un  point  du  fluide 
doit  toujours  demeurer.  On  a * 


dt 


df 

_ — (.  (, 

dx 


df 


dy 


Si  la  paroi  est  fixe, 


'ÎL 

dx 


— I'  -t-  — «V  = O . 
dy  dz 


La  vitesse  du  point  est  à chaque  instant  dirigée  suivant 
line  tangente  à la  surface. 

La  surface  libre  du  liquide  étant  soumise  à nue  près- 
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sion  13  qui  est  la  même  pour  tous  les  points,  mais  qui 
peut  varier  avec  le  temps,  on  aura 


dp  dp 

-h  « -7- 
dt  d.r 


dp  dp  d CI 


74().  Si  l’on  veut  obtenir  le  mouvement  d’une  molé- 
eulc  particulière,  ses  coordonnées  x,  y,  z cesseront  d’être 
des  variables  indépendantes.  Pour  les  connaître, .il  faudra 
intégrer  les  équations  simultanées 


d.T 
~dt  '' 


dr 

dt 


dz 

7ü' 


7i7.  Lorsque  u,  e,  w sont  telles,  que  l'on  ait 

U d.r.  -H  V dy  u'dz  = dtf  ^ 1 

dx  y dy  + Z dz  — dV , 


Les  did’ércntielles  sont  prises  par  rapport  à x,  j,  z sans 
faire  varier  t. 

Si  le  fluide  est  homogène,  on  a 


/ 


■!p 


= P, 


Il  faut  y joindre  l’équation 

4 

de  dx  dy  dz 

qui  devient,  pour  un  fluide  incompressible,. 

d^(ÿ  d^  O 

1 ^ U ^ 1 — O 

d.r^  dy^  dz^ 


(S)’]- 
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74-8.  Mouvement  d’un  fluide  dans  use  hypothèse 
PAUTiCELiÈHE.  — Quand  un  liquide  homogène  est  ren- 
fermé dans  un  vase  et  s’écoule  par  un  orifice  horizontal 
pratiqué  au  fond  du  vase,  les  tranches  horizontales  infi- 
niment minces  se  remplacent  successivement  en  demeu- 
rant parallèles  à elles-mêmes. 

Prenons  l’axe  des  x vertical  et  dans  le  sens  de  la  pesan- 
teur. Soient  m la  section  de  la  tranche  à la  hauteur  ,r,  fi 
l’aire  de  l’orifice,  U la  vitesse  des  molécules  à cet  orifice, 
P la  pression  constante  exercée  sur  la  surface  supérieure 
du  liquide,  P'  la  pression  à l’orifice,  h la  distance  du  ni- 
veau au  plan  des  xj,  l la  distance  du  niveau  à l’orifice, 
O la  section  du  vase  à la  hauteur  du  niveau.  On  aura 


I — =:  m , P — P = g ü 0 : 

Jh  “ 


il  vient 


g'  = mil 


rfU 


I / 


7i0.  Niveau  constant.  — En  posant 


on  a 


A'a  f 

I + c 


7S0.  Après  nu  certain  temps,  d autant  plus  court  que 
fi  est  plus  petit,  U sera  sensiblement  constante  et  égale 

à - : U et  P convergent  vers  des  limites  correspondantes. 

Si  l’on  néglige  le  carré  de  — > et  si  la  pression  exté- 
rieure est  la  même  à l’orifice  et  au  niveau  du  liquide,  la 
vitesse  est  constante  et  la  même  que  celle  (pi’acqucnait 


TABI.K  nF.S  l'ROl’OSlTlOKS 


472 

un  corps  pesant  en  tombant  dans  le  vide  d’une  hauteur 
éf;a!e  à celle  du  liquide  dans  le  vase  : principe  de  Tor- 
ricelli. 


751.  Quand  la  vitesse  U est  devenue  constante,  on  a 

752.  Volume  V du  liquide  qui  est  sorti  du  vase  au 
bout  du  temps  t : 


V 


-^S) 


2 TO  I a 

I I 

ÎT'  ~ 0= 


753.  Nivf.au  vatuabi.e.  — En  posant  U*  = 2g'«,  on 
aura 


fl-  O [ \ I \ O ,, 

(sî  “ en)  " + ~ 

équation  linéaire  qu’on  sait  intégrer.  Lorsque  z sera 
connu  en  fonction  de  h,  on  connaîtra  U et  par  suite  t.  La 
quantité  de  liquide  écoulée  se  déterminera  en  calculant 
le  volume  du  vase  compris  entre  le  niveau  initial  et  le 
niveau  variable. 

75i.  Si  l’orifice  fl  est  très-petit,  on  a 

U>  = 2g(/^^), 

ce  qui  donne  pour  U la  vitesse  limite  (jue  nous  avons 
trouvée  pour  t = co  . La  vitesse  que  donne  l’expérience 
est  moindre  que  celle  calculée  par  cette  formule,  dans  le 
rapport  de  0,62  à i . 

755.  Mouvemext  pkrmaive.vt  n uk  i.iyuiDF.r  — En  un 
]ioint  quelconque  la  pression  est  toujours  la  même  et  la 
viles.se  de  chaque  molécule  qui  passe  par  ce  point  est 
constanlc  en  grandeur  cl  eu  direction  ; des  molécules  qui 
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à des  époques  différentes  occupent  une  même  position 
parcourent  la  même  trajectoire  d’une  manière  identique. 
On  a 

dp=  P (Xrfr  -I-  y rfr  -f-  Zrfz)  — ^ el.v'. 


V est  la  vitesse  de  la  molécule  fi  à l’époque  t où  elle  passe 
au  point  in,  et  dp  est  l’accroissement  de  la  pression  quand 
on  passe  du  point  m au  point  où  arrive  celte  molécule 
après  le  temps  dt. 

I 756.  Pour  un  liquide  pesant  dont  le  niveau  est  entre- 
tenu à une  hauteur  constante  et  qui  s’écoule  hors  du  vase 
ijui  le  contient  par  un  orifice  pratiqué  à sa  partie  infé- 
rieure, on  a,  en  prenant  l’axe  des  z vertical  et  dirigé 
dans  le  sens  de  la  pesanteur, 

' Z»— /'»=é' ,»(*'— Z») — ‘'2)  1 

/>o  et  étant  la  pression  et  la  vitesse  au  premier  point, 
P et  V au  second. 

757.  Supposons  que  la  surface  supérieure  du  liquide  soit 
plane  et  soumise  en  tous  ses  points  à une  pression  égale 
et  constante  Po.  En  désignant  par  P la  pression  exté- 
rieure qui  s’exerce  à l’orifice,  on  aura 

v'—v\  = 7.g[h-Jrk), 


en  posant  P„ — V=gph. 

Soit  M l’aire  de  l’orifice' et  il  l’aire  de  la  section  du 
vase  par  le  plan  du  niveau  supérieur  : on  a 


' LV 


ïï. 


75S.  Si'  le 


ra[)porl 


M.  , . . , 

- est  Ires-petil,  et  si  la  pression  est 
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sensiblement  la  même  à la  partie  supérieure  du  lj(]uide 
<’t  à l’orifiee,  oïl  a 

'■  = V ’ o'/'  • • 

en  négligeant  k.  • _ 


CINQU ANÏE-SPPTIÈME  LEÇON . 

1IBRATIO.NS  DES  r.AZ  DANS  LES  TliVADX  CTLINDRKiUES. 

7o9.  bigoATioiy  du  mouvement.  — Dans  l’état  natu- 
rel d’équilibre  d’un  gaz,  sa  force  élastique  ts  est  égale  à 
ginh,  g étant  la  pesanteur,  m la  densité  du  mercure  et  h 
la  hauteur  de  la  colonne  de  mercure  qui  fait  équilibre  à 
la  pression  de  ce  gaz. 

Nous  supposons  que  les  molécules  du  fluide  en  repos 
qui  sont  dans  un  même  plan  perpendiculaire  aux  arêles 
du  tuyau,  se  déplacent  d’un  mouvement  commun  paral- 
lèlement aux  arêles. 

Nous  désignerons  par  ii  le  déplacement  MN  des  inolé- 
Fig,  ,8j).  eules  qui  étaient  d’a- 

bord  dans  le  plan  M-, 


par  f>  la  force  élas- 
1 M M'  N is'  a:  tique  ou  la  pression 

du  gaz  en  N rapportée  à runité  de  surface,  par  p la  den- 
sité du  gaz. 

Le  mouvement  d’une  tranche,  s’il  n'y  a pas  de  force 
étrangère,  sera  donné  par  l’équation 


d*  H 
tir 


il'  (I 
tlx* 


en  posant 


760.  CAS  nu  TI'TAti  IKoé.KIM  DANS  LES  DEUX  SENS.- 
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ET  IJfiS  EOtlMliLES  PRINCII’AI.ES. 
I.'éljualion  du  mouvement  est 

a = y (a:  flt)  + li  (x  — at). 

En  supposant  pour  t = o, 

du 


475 


dx 


=f{x)  et 


on  aura 


y'(x)  = ^/(x)  + i/(x)], 


Fig.  190, 


761.  Supposons  que  la  partie  primitivement  ébranlée 
s'étende  de  x=o  à x=l  seulement.  Cette  portion, 

qu’on  appelle  Onde , 

est  eonstiluée  d’une 

B'  C O L c D • ■ • - ui 

maniéré  invariable 

qui  ne  dépend  que  de  la  fonction  i|/.  Elle  s’éloigne  indéfl- 
niment  de  OL  avec  une  vitesse  constante  a;  il  ne  faut 
pas  confondre  ce  déplacement  de  Fonde  avec  le  mouve- 
ment d’une  molécule  qui  ne  dure  que  pendant  le  temps 

762.  Le  mouvement  se  propage  aussi  vers  les  x néga- 
tives par  une' onde  C’D'  dont  la  nature  dépend  de  la 
fonction  Cj'  et  qui  se  transporte  à gauche  du  point  O avec 
une  vitesse  uniforme  égale  à a. 

Une  même  molécule  est  eu  mouvement  pendant  un 

intervalle  de  temps  égal  à -,  depuis  l jusqu’à 

763.  Le  mouvement  sc  propagerait  par  une  seule  de 
ces  deux  ondes,  si  l’ébranlement  initial  était  tel,  qu’on 
eût,  dans  la  partie  OL,  (c'(x)  = o ou  [x)  = o,  ce  qui, 
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d’après  les  formules  (4),  revient  à supposer  la  relation 


tlu  du 

dt  **  dx 


ou 


du 

Tt 


du 

a — pour  f = O. 
ax 


764.  Si  l’ébranlement  initial  avait  lieu  dans  plusieurs 
parties  du  tuyau  séparées  par  des  intervalles  en  repos,  il 
suffirait  de  supposer  les  fonctions  (x)  et  (x)  nulles 
dans  ces  intervalles  pour  rentrer  dans  le  cas  qui  précède 
d’un  ébranlement  limité;  chaque  partie  ébranlée  doit 
donner  naissance  à deux  ondes  qui  s’en  vont  à droite  et 
à gauche  avec  la  vitesse  uniforme  a. 


765,  766.  Tcyac  fermé  a une  extrémité  et  ibdéfiki 
DANS  UN  SENS. — Si  l’ébraiilenient  initial  est  renfermé  dans 

un  espace  limite  KL 

Fitj.  igi-  ^ 

entre  les  abscisses  A et 

L'  X'  O L * f I -1  J 

fi-hi,  il  donnera  nais- 
sance à deux  ondes  animées  des  vitesses  a et  — a : il  y aura 
(leux  ondes  symétriques  de  celles-ci,  s’écartant  à droite 
et  à gauche  de  l’intervalle  K' L'  symétrique  de  KL. 

Celles  qui  s’éloignent  de  l’origine  O n’éprouveront  au- 
cune altération.  Quant  aux  deux  autres,  elles  arriveront 
en  même  temps  en  O,  et,  continuant  leur  route,  elles  se 
composeront  en  se  pénétrant  ; puis  ces  deux  ondes,  après 
s’être  traversées  et  séparées,  continueront  leur  marche 
sans  altération. 

L’effet  produit  est  le  même  que  si  les  diverses  tranches 
de  l’onde,  qui  s’approche  du  plan  fixe  O,  se  repliaient  sur 
elles-mêmes  en  conservant  la  même  densité  et  prenant 
line  vitesse  égale  en  sens  contraire.  C’est  en  cela  que  con- 
siste la  réflexion  du  mouvement  sur  un  plan  fixe. 


767.  Tuyau  indéfini  dvns  i:n  sens  et  ouveiit  dans 

UN  .MILIEU  (i.tZEUX  DF,  DENSITÉ  CONSTANTE, Oïl  admet 

que  la  force  élastique  du  gaz  à rouverture  O du  tuyau 
est  la  même  que  celle  du  gaz  extérieur  en  icpos. 

.Si  rébranlement  initial  n’a  lieu  que  dans  une  étendue 
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limiléc,  il  y aura  dans  le  tuyau  réel  une  onde  s’éloignàtit 
indéfiniment  de  l’origine,  et  dans  le  tuyau  prolongé  in- 
définiment, deux  autres  ondes  marchant  vers  l’origine,  . 4 
se  pénétrant  et  se  traversant  sans  s’altérer,  de  sorte  que 
dans  le  tuyau  réel  à un  instant  quelconque  se  trouvera 
l’onde  qui  se  dirigeait  d’abord  vers  l’origine  et  qui  s’y 
réfléchit  ensuite  de  manière  à former  une  nouvelle  onde 
dirigée  en  sens  contraire;  les  vitesses  dans  les  différentes 
sections  sont  les  mêmes  et  de  même  sens  qne  quand  l’onde 
s’approchait  de  l’origine,  tandis  que  la  dilatation  change 
de  signe. 

C’est  en  cela  que  consiste  la  réflexion  du  mouvement 
sur  un  milieu  de  densité  constante. 

768,  769.  Tuyau  fermé  A SES  DEUX  EXTRÉMITÉS.  

L’ébranlement  initial  donne  naissance  à deux  ondes  qui 
marchent  en  sens  inverse  et  vont  successivement  se  ré- 
fléchir aux  deux  extrémités. 

Après  avoir  subi  deux  réflexions  et  parcouru  des  che- 
mins égaux  à deux  fols  la  longueur  du  tuyau,  elles  vien- 

• 2 / 
nent,  au  bout  d’un  intervalle  de  temps  égjl  à — , repro- 
duire, en  se  composant,  l’état  initial  ; et  cet  effet  se  répé- 
tera de  nouveau  indéfiniment. 


770.  TUYAU  LIMITÉ  OUVERT  A SES  DEUX  EXTRÉMITÉS. 
— L’état  du  tuyau  est  encore  périodique  et  redevient 

2 / 

le  même  après  chaque  intervalle  de  temps  égal  à — 

771.  TUYAU  LIMITÉ  OUVERT  A UME  EXTRÉMITÉ  ET  FERMÉ 
A l’autre.  — L’état  du  tuyau  ne  redevient  le  môme 

qu’après  un  intervalle  de  temps  égal  à 

FIN  DU  SECOAD  VOLUME. 
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ERRATA. 


Page  8'j,  égalité  (3),  mettez  le  signe  — devant  le  seeond 
membre. 

Page  187,  égalité  (4),  même  correction. 

Page  88 , ligne  12,  au  lieu  tle  4- , lisez  — . 

Page  200,  n"  278,  remplacez  la  première  phrase  de  ce  numéro 
par  la  suivante  ; 

Le  temps  employé  par  le  mobile  pour  parcourir  l'arc  AM  est  le 
inômc,  suit  qu'il  descende,  suit  qu'il  monte,  car  si  l'on  considère  un 
élément  rectiligne  ds  de  cet  arc,  comme  la  ritesse  du  mobile  est  la 
même  en  valeur  absolue,  quand  il  est  placé  6 la  môme  bautcur,  lu 
temps  employé  pour  pnicourir  le  petit  plan  incliné  ds  sera  aussi  le 
même  suit  que  le  mobile  descende,  soit  qu'il  monte. 

Page  201,  ligne  i8,  au  lien  rfe  tangente,  lisez  normale. 

Page  2oy,  ligne  17,  après  les  mots  point  fixe,  ajoutez  et  une 
force  tangentielle. 

Page  25g,  avant-dernière  ligne,  au  lieu  de  3545g,  lisez  3545g2. 

La  méthode  exposée  dans  ce  paragraphe  n’est  Misceptihlc 
d'aucune  précision.  C’est  par  inadvertance  qu’on  l’a  repro- 
duite, d’après  les  feuilles  lithographiées. 

TOME  II. 

Page  70,  ligne  i5,  au  lieu  de  A,  lisez  A'. 

Page  12g,  dernière  ligne,  au  lieu  de  2ir,  lisez  - ■k. 

Page  200,  ligne  ig,  au  lieu  de  on  aura,  lisez  on  a. 

Page  25(>,  ligne  17,  au  lieu  de  C,  lisez  C’. 
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